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STRATEGIE jsou rady, které¢ byly tézce nabyté pfi testovani student.
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1 UVOD - éti mne — neni zde nic zbyteéného

Neni zde nic zbytecného, nic navic, v§echno se pouzije u maturity. VSechny potiebné pojmy
jsou vysvétlené zde, jednoduse, ale spravné. Existuje 10-15 témat maturitnich tloh, ke
kazdému je tady seznam znalosti z ptikladi, které se skuteéné pouzily v maturitnich tlohéch.
Stredoskolské ucivo je mnohem obsahlejsi, ale toto neni stredoskolské ucivo, toto je vytah
z ného, ktery se pouZiva u maturit, a ktery sta¢i pro maturitu. Vyjimkou je kapitola
"Strategie"”, ktera je navodem, jak u maturity postupovat, protoze to sami nevymyslite.

Zjistili jsme (a v kapitole pravdépodobnost a statistika je to spo€itano), Ze je mozné délat jen
prvnich 15 z 24-26 uloh z didaktického testu Cermatu. Ve zbylych alohach miZete spravné
odpovédi zaSkrtat nahodné. V_priuméru ziskate zadarmo neuvéritelnych 5.4 bodu. To neni
ani malo, ani mnoho. Udé¢lali jsme nékolik realnych testt se studenty. Par jich ziskalo 9 bodu,
mnohem ménckrat Zadny bod, ob¢as néco mezi, ale v primeru je to zcela presné spocitano na
5,4 bodu. | s tim minimem znalosti, které vam tahle brozura poskytne v kapitole
Pravdépodobnost a Statistika, to mizete spocitat sami. Kdyz to risknete, zbyde vam spousta
¢asu na prvnich 15 tloh.

Je to na vas, "Strategie" jsou fakta, kterd jsem zjistil, a ktera se vyplati si precist.

Pokud se budete chtit ucit na ptikladech, vysvétleni feseni vzdy nékolika typovych piikladu je
je pro kazdé téma uvedeno v Ptiloze 1.

Poznamka.
Znaceni v této brozufe je toto: dulezité véci jsou tuéné, potom tuéné podtrzené, potom jesté
Zluté zvyraznéné a nejvyznamngjsi véci Zelené zvyraznéne.

2 STRATEGIE — nezbytné zasady a uzitecné rady
2.1 Postup u maturity

Za prve: Nejprve rychle pielétnéte text, abyste zjistili, kolik uloh a za kolik bodt ur¢ité
ud¢late. Pak jdéte na né. Az skoncime, spocitame body, pokud je to hodné, zvazime, jestli
délat zkousky u téch tloh nebo jit na dalsi.

Za druhé: Projedeme cely test a délame tilohy s kratkym zadanim. Pak ulohy s dlouhym
zadanim.

Za treti: Délame 1 ulohy ,,8krtaci". Jsou to ulohy, kde "zaskrtavame" spravnou odpovéd'.
Pozor! Tyto ulohy jsou vétSinou jednodussi nez jiné, ale ¢asto maji zamérné matouci zadani
nebo feseni. Ulohy ,,8krtaci®, které neumime, zaskrtame nahodné. Mazeme tim ziskat zadarmo
v primeéru 5 bodu.

Dalsi pravidla a zasady:

Pti zapisu vypoctu postupujeme pomalu, krok za krokem. Nikdy nedélame dve upravy
najednou! I ti nejlepsi délaji zcela pravidelné numerické chyby. Pokud v pfikladu nevyjde
"hezké" feSeni, je tam témet jisté chyba. Jednoduché tpravy nam umozni ptiklad rychle
zkontrolovat! Nikdy nedélejte najednou roznasobeni a minus pied zavorkou!



2.2 Vysledek je lepSi v zaznamovém archu vzdy dvakrat
PODTRHNOUT

Vysledek je lepsi v zaznamovém archu vzdy dvakrat podtrhnout. Pro¢? Aby bylo poznat, co v
té zmeti vypoctl a Skrtancu je vysledek. Pokud néco zkazite, tak jasné preskrtnout nebo
zacarat, a tim to uz neexistuje. Navic, kdyZ vysledek dvakrat podtrhnete, nic nezkazite. Déle,
pokud se na néco ptaji, vzdy odpovézte pokud mozno "celou (nebo ¢astecnou) vétou",
napiiklad je otadzka o kolik procent se néco zvysi. Ve vzorovém vysledku Cermatu je "o 5 %".
Jestli staci jen odpovéd "5 %" nebo dokonce "5 nikdo nevi. Stejn¢ tak neni jasné, kdy
zapisovat feSeni jako mnozinu K. Zda se, Ze vzdy je to mozné, ale opét to nikde neni napsano.

2.3 Mnozina feSeni se oznac€uje K

Cermat rad zapisuje feSeni jako mnozinu K. Naptiklad kdyz ma kvadraticka rovnice dvé
feSeni, mizete napsat klasicky

X1 = i; nebo K = {—g;+g}.

Reseni nerovnice miiZete napsat jako

XE (—0;:;5)U (6;0)neboK = (—;:5) U (6; ).

Kdyz je vice feseni, mizete napsat

x€ {—2;—1; 5:421} nebo K={—-2:—1; 5; +21}

Kdy?z feSeni neexistuje, tak se pise reSeni neexistuje nebo K =0.

2.4 PODMINKY, PODMINKY, PODMINKY!!!
Jakmile podtrhnete vysledek, musite za kazdou cenu udélat PODMINKY. Kdyz je neudélate,
vétsinou piijdete o jeden bod. Co to jsou podminky: musite napsat napiiklad X # 0, x # 5 (a
dvakrat podtrhnout), pokud by se délilo ve zlomku proménnou X a X — 5.

o deleni nulou u zlomku

e 0dmocnina — pod odmocninou nesmi byt zaporné ¢islo, musi byt ¢islo > 0

o logaritmus (loga X) musi mit kladny zaklad i argument (a > 0, x > 0)
TakZe hned pod vysledek napiste, cemu se nesmi rovnat pfislusnd proménna, a také to dvakrat
podtrhnéte. Je to totiz soucast feSeni!!! Za ten bod to stoji.

2.5 Kdyz je ¢as, udélejte zkousku

U uloh, kde nepiSete postup do zaznamového archu, je vysledek jediné, co se hodnoti.
Nezachrani vas postup feseni, ten neni. Ukazuje se, Ze ¢as, vénovany zkousce nebo kontrole
feseni je EFEKTIVNEJSI, neZ feseni dalsich uloh. Numerické chyby jsou totiZ ve stresu
témé&F pravidlem, nesta¢i umét postup. KONTROLA VYSLEDKU JE NAPROSTO
NEZBYTNA.

2.6 Ulohy se zd&znamem do zaznamového archu

Zvlastni pozornost vénovat lloham se zdznamem do zdznamového archu. (N¢kdy) Je lepsi si
ulohu vypocitat mimo a teprve po zkousce (je-li ¢as) piepsat feSeni do archu. Vyhoda je, ze
opisujete jen Cisté feSeni.

2.7 Skrtaci ulohy

Jak bylo feceno vyse, kdyz se dostaneme az ke Skrtacim loham (vétSinou ulohy 16-26 na
konci testu), pokusime se je FeSit. Jsou zaméfeny na pozornost, nikoli na obtiznost. Tieba, ze




muzete kratit né¢jaky zlomek v algebraickém vyrazu nebo ze feSeni, které vyjde, nemuze byt
feSenim, protoze by se délilo nulou, apod. Ve "Skrtacich ilohach" plati pravidlo, Ze Spravné
odpovéd’ je pouze a jediné jedna a prave jen jedna. Treba mate moznosti A, B, C, D, E.
Kdyz A, B se vam nelibi a C se zda spravné a uz nemate cas, nemusite délat ostatni moznosti.

2.8 Tabulky

Ptredem si je projit a zjistit, kde jsou vzorecky, které si nepamatujete.

2.9 Kalkulacka
Cermat nepublikuje seznam povolenych kalkulacek. Konecné rozhodnuti d€la feditel Skoly.
Aktualizovany platny seznam je na strnce https://oaplzen.cz/matematika/maturity/.
S kalkulackou je nutné se seznamit piedem. Vyzkouset si tyto ulohy:
e vypocitat sin, cos, tg od néjakého uhlu ve stupnich nebo v radidnech — nutno védét, jak
se to pfepina a prepnout si kalkulacku na stupné
e vypocitat arcsin, arccos, arctg od n¢jaké hodnoty, tedy zjistit jaky uhel dava tu
hodnotu sinu, kosinu a tangens a v&d¢t, jestli to vraci ve stupnich nebo radianech,
tieba arcsin od 0,75 se dela jako SHIFT SIN (3/4)
e vyzkouset vloZeni zakladu (a) i hodnoty (x) logaritmu loga(X), n-tou odmocninu a
mocninu
e pouzivat zdvorky, kdyz nevime piesné, jakou piednost operaci kalkulacka pouziva
(zkusit si par piikladi, napt. 2+3 x5+ 6,2 x 6 + 3:5, apod.)

2.10 Didaktické testy, zaznamové archy a reseni uloh

Na internetu jsou uloZeny vSechny maturitni testy, jejich zdznamové archy a vysledky feSeni.

3 ALGEBRAICKE VYRAZY

Cist& z tohoto tématu je 70 Gloh z 822, kromé toho se upravy algebraickych vyrazii vyskytuji
skoro ve vSech tlohach z maturity. Je to naprosty zaklad.

Je nutno si pamatovat pouze tyto vzorce pro rozklad, mocninu a kofeny:

X —yr=(x+y)(x—-y)

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a*? — 2ab + b>

ax? + bx + ¢ = 0 ma kofeny

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a

Je-li diskriminant D = vV b? — 4ac zaporny, pak rovnice nema realné kofeny.

Rady:
e Vsechny tpravy délat postupné, protoze pii kontrole je to rychlejsi
e Z algebraickych vyrazi vytknout, co lze
e VSe prevést na spolecny jmenovatel
e Déleni (:) zlomkt pfevést na ndsobeni
e U vSech zlomkt ihned délat zapis podminek (nedélit nulou, odmocnina jen z ¢isla >0)


https://oaplzen.cz/matematika/maturity/

V maturitnich tlohéch je vzorec pro rozklad x> — y? = (x + y)(x — y) mnohonasobné
pouzivany v rliznych variantich, nezapomeiite, Ze x? — y? miize vypadat takhle:
x>—1=((x+1D(x—-1),4a®> —9 = (4a +3)(4a — 3),95%> — 25 = (3s + 5)(3s — 5)
(2s+5)2 —(4x—1)?2=02s+5+4x—1)(2s+5—4x+ 1)
=2s+4x+4)(2s —4x + 6)
Casté je Giprava

a d
b c

Qlalsa

Podminky:
1
ma podminky: D # E,C # 0,A #0

‘D—E
VF
C

D—-+E

Upravy délejte postupné, krok za krokem, abyste to pak mohli rychleji zkontrolovat:
1 3y 2 4x2 + y?
( + - ): < + 1) =
2x —y  y?—4x? 2x+y/ \4x?—y?
1 3y 2\ [(4x®+y%+4Ax? —y?
(2x—y+(y+2x)(y—2x)_2x+y>'< 4x2 — y2 )
(-D(y +2x) +3y —2(y — 2x)\ [ 8x?
< (v + 2x)(y — 2x) > ' <4x2 — y2>
<—y—2x+3y—2y+4x)'< 8x? >
+20@—-2x) / \(2x+y)(2x—Y)

ma podminky: F > 0,D # VE,E>0,C # 0

( 2x ) ((y+ 2x)(y — 2x)) C2x 1
(v +2x)(y — 2x) 8x?2 T 8x2 T 4x
a podminky:
2x—y #0,y2 —4x2 #0,2x +y # 0,
4x2+y2+1¢0t_ 8" # 0, tj. k podminkam vys icx # 0
4x2 — y2 Dz % ,fJ. K podminkam vyse navic x ,
Celkové jsou podminky
2x—y #0,2x+y#0,x#0

Upravte a zjednodusSte nejprve vvrazy v zavorkach, nesnazte se délat nékolik uprav
najednou.

4 KVADRATICKE ROVNICE

Z tohoto tématu je 30 uloh z 822, ale mtizeme pfipocitat klidn€ 100 dalSich, kde se
kvadratické kofeny, trojéleny a rovnice pouziji. Je to zakladni a zasadni téma.

4.1 Navody arady

V maturitnich tlohéch je spousta vyrazi, nejen kvadratickych, které je nutno upravovat,
zjednoduSovat apod. Proto tyto rady:



e Prevést na jednu stranu, na druhé je nula (toto pravidlo se bude hodit pro kvadratické a
jiné nerovnice),

e Nejdiive vypocitat a zjednodusit to, co je uvniti zavorky: 2x? — 4x + 2 =
2(x? = 2x+ 1) = 2(x + 1)2

e Slozené zlomky a déleni pomalu, po krocich, nikdy neroznasobovat zavorky soucasné
s minusem pied nimi, nejprve roznasobit, potom minus,

e Pievést na spolecného jmenovatele

e Vyrazy typux?+1, x*+ 7, y?+ 6, (5s - 1)2 + 3, nemohou byt nikdy nula, proto rovnice
x?+ 1 =0 nema feseni, x*+ 7 = 0 také ne a y?+ 6 + (5s - 1)> = 0 také ne

e Pokud se n¢ktery z vyrazii vySe objevi v rovnici, napf.

(x+1D*+1D)(x?>—-3x—4) =0,

tak (x2 + 1) mizeme vyloudit, protoze neni nikdy nula

e U rovnictypu —(x + 6)% + 4 = 0 si udé¢lat pfedstavu o grafu

e Vytknout, co se d4, pfevést na soudin: 2x? — 4x + 4 = 2x(x — 2), 4a*> — 9 =
(4a + 3)(4a — 3),

e Nefesit kvadratickou rovnici ve tvaru x? — 4 — 3x = 0, ale uspofadat, abychom
vidéli koeficienty pro vzorec pro kofeny: x> —3x —4 = 0

e Uspotadavat vyrazy typu 9 — 4a? —a = (—1)(4a? + a — 9)

e Vypocitat kofeny. Kofeny byvaji celo¢iselné, zkusit je nejprve odhadnout, viz dale
Vietovy vzorce: (x2 —3x —4) = (x + 1)(x — 4).

e Pokud koteny kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ =0 neodhadneme, vypocitame je
klasicky podle vzorce

—b ++Vb?% — 4ac
Y12 = 2a

e Pozor, kdyz rozkladame trojélen ax? + bx + c, nestaéi jen vypoditat kofeny, ale
nesmime zapomenout na koeficient u kvadratického ¢lenu:
ax? +bx+c=ax— x1) - (x —x3).

4.2 Jak nalézt celo€iselné kofeny nebo roznasobit

kvadraticky trojélen (Vietovy vzorce)
Vietovy vzorce si ukdZeme jen v praxi, nic jiného nema cenu:
x> —4x+3=0 3=1-3 —4=-3-1 (x—1Dx-3)=0
X2—x—6=0 6=2-3 —6=(-3)-2 (x-3)x+2)=0
a’?—5a+6=0 6=2-3 —-5=-2-3 (a—3)(a-2)=0
y24+3y—10=0 10=5-2 3=5-2 (y+5)(y—2)=0
x2—22x+120=0 120=12-10 —22=-10—-12 (x—12)(x —10) =0

Odhady kofenll se musi ovéfit rozndsobenim, minimalné vynasobenim zpaméti, ale pozor na
chybu.

5 KVADRATICKE NEROVNICE

Z tohoto tématu je 22 Gloh z 822. Cast z nich je na pomezi s tématy Analyticka geometrie,
Grafy nebo funkce.
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V tomto tématu jsou novinkou pouze tzv. nulové body. Ostatni znalosti jsou zejména umét
vypocitat kofeny a umét nakreslit graf paraboly (tj. jeji obraceni doli nebo nahoru a koteny -
tj. praseciky s osou x). Pak je to par tipt a trikti, které zname z uprav algebraickych vyrazi.
Text je mozno pieskocit rovnou az na nulové body.

5.1 Tipy

Nerovnici miizeme nasobit nebo délit kladnym ¢islem, naptiklad konstantou nebo kladnym
vyrazem typu

(x> + 1),(3x% +14),(x —3)?prox # 3,(x+5)?prox # —5,x%prox # 0, apod.
V ulohach se ¢asto objevuje vyraz typu 3 — x, 2 — x misto x — 3,x — 2. Je to zamérné pro
zmateni feSitele. VZdy vyraz opravime na (—1)(x — 3), (—1)(x — 2), apod. Podobné 3 — 2x
pfevedemena (—1)(2x —3) = (—2) (X — ;) Je to z toho duvodu, aby byl ,,vidét™ kofen a
1épe se d¢€lala predstava, jak vyraz vypada.

Nerovnici miiZzeme nasobit zapornym ¢islem, ale obracime znaménko nerovnice. Nerovnici
nemizeme beztrestné nasobit nebo délit vyrazem typu x — 5, pokud nevime jestli je to kladné
nebo zaporné ¢islo nebo nula. Pokud je x > 5, tak nerovnici miizeme pochopitelné nédsobit
nebo délit kladnym ¢islem x — 5.

5.2 Triky
x—3
211 <0 nefe$ime, protoze x? + 1 > 0, takZe zbydex —3 < 0
x?% — 5x . x(x —5) ,
~ <0 zKkrati se na — <0, pozor na podminku x # 0

y? + 40y + 400 > 0 upravime na (y + 20)2 > 0 avysledekjey # —20

15x 1
1522 <0 zkrati se na Tox <0 pozor na podminku x # 0
x%+ (—15)2 <0 nefesime, protoze x + 225 > 0, takZe FeSeni neexistuje
x—2 L
X >0 zkratisena —1<0, takze reSeni neexistuje
5.3 Upravy

“*i1<o0 ' letného j tele X FXT7_ 6
p— upravime na spole¢ného jmenovatele p— i
1-x ; 1-x o o
o <-1 upravime, aby napravo byla nula - + 1 < 0 adalejako vyse

Dalsi sada ptikladt obsahuje skute¢né kvadratické (ne)rovnice

x—17
x—1

>0 FeSime nulovymi body, ihned si napiSeme podminku x # 1
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(x—3)(x+2)< 0 rteSime nulovymi body, Zadna podminka

x+3

T < 0, nejprve vynasobime (—1),abychom pievedli 2 —xnax — 2,
to je diileZité, aby nas potom nepletla znaménka,

x+3

o > 0, ale nezapomeneme obratit znaménko (nasobeni zdpornym
Cislem !), feSime nulovymi body, ihned napiSeme podminku x # 2

x(3—-2x)<0 nejprve vynasobime (—1),abychom prevedli 3 — 2x na 2x — 3,
to je diileZité, aby nas potom nepletla znaménka,

x(2x —3) =0, ale nezapomeneme obratit znaménko (nasobeni zapornym

3
2x (x — E) >0, Cislem !), vytkneme dvojku a feSime nulovymi body

x2+6x+5<0 feSimerozklademna (x+ 1)(x+ 5) < 0 a poté nulovymi body
x2—6x+5<0 feSimerozklademna (x—1)(x—5) < 0 apoté nulovymi body
Cili u zlomk? a rovnic vie pfevadime na levou stranu, aby na pravé strané nerovnice byla
nula a napiSeme podminky.

5.4 Grafické reSeni

V ptikladech mame tyto moznosti zadani (nezaleZi na tom, zda je to rovnice nebo nerovnice):

y=ax’+bx+c<0 vypocteme kofeny x4 , a rozlozime na a(x — x4)(x — x) < 0
poté reSime nulovymi body nebo grafem

y=a(x—m)>+n>0 méame vrchol V[m,n], vypocteme kofeny x; , a nakreslime
celou parabolu, pak mizeme fesit rovnici 1 nerovnici, obvykle v
zadani vychazi celociselné koteny,

y=ax—x)(X—x,;) <0 feSime nulovymi body nebo grafem

Pti grafickém feSeni si nacrtneme koteny, vrchol a obraceni paraboly, pak feSeni pfimo
vidime z nakresu. Mohou nastat jen tyto situace:
a) parabola neprotina osu x — pak je cela nad osou x nebo pod osou x a podle toho je
feSeni bud’ celd R nebo naopak prazdna mnozina
b) parabola protina osu X — pak je obracena vzhiru nebo dold a podle toho je feSenim
interval mezi kotfeny nebo vné kotfenti
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[4%]

Obr.: mozné polohy paraboly vzhledem k (ne)rovnici [VK]
O fiy =2 +10x+24

O gy =x+2x+2

Fa

) h:y = C+6x+9
O py = % +4+2x
(_) gy = —x—6x—10

O Py = —x—-2x—1

Obr.: popisky parabol [VK]
UkaZeme si feSeni
u prvni (¢ervené) paraboly zleva nahote:
y = 0 vintervalech x € (—o0; —6) U (—4; +0)
y > 0 vintervalech x € (— o0; —6) U (—4; +00)
y =0prox € {—6;—4}
y <Ovintervalux € (—6;—4)
u prvni (oranzové) paraboly zleva dole:
y = 0 nikdy, tj. mnozina feSeni K = @
y = 0 nikdy, tj. mnozina feSeni K = @
y < 0 vzdy, tj. mnozina feSeni K = R

Kvadraticky trojélen ax? + bx + ¢ = 0 si predstavime jako parabolu. DtileZité jsou kofeny a
vrchol. Oboji Ize ziskat klasickymi vzorecky pro kofeny nebo témér vZdy odhadem pomoci
Vietovych vzorci. Vrchol je uprostied kofentl, parabola je symetricka.
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5.5 Nulové body

Nerovnici miizeme mit klasickou, jako napiiklad

2x*>—=5x—-7<0.

vvvvvv

x—2 1 4-—4x

4—x+3>3x—9'

nebo
x%+7x —32
2x% —5x—7
apod. VSechny tyto tlohy feSime stejné:
1. Pfevedeme vSe na levou stranu, na pravé stran¢ bude nula
2. Na levé strané vznikne bud’ kvadraticky troj¢len (viz prvni ptiklad) nebo tam vznikne

vvvvvv

> 10,

vvvvvv

3. Slozitéjsi vyraz je vzdy zlomek

Pozndmka k definici. "Nulové body funkce f(x)" jsou ptesné podle definice ty hodnoty
proménné X, pro néz je funkce f(x) rovna nule. Nulové body funkce f(x) = % jsou tedy jen
nulové body P(x), zatimco nulové body Q(x) nejsou viibec v defini¢nim oboru funkce f(x).
Kdyz ale fes§ime nerovnici a fikame, Ze "nerovnici % < 0 feSime pomoci nulovych

bodi", tak pouzivame jak nulove body polynomu P(x), tak nulové body polynomu Q(x).

Nulové body jsou tedy pii feSeni nerovnice kofeny Citatele a kofeny jmenovatele. Ve
jmenovateli jsou to vlastné zakézané body, které tvoii podminku, abychom nedé¢lili nulou.
Vyse uvedené piiklady bychom piepsali nasledovné.

U prvniho prikladu

2x2—5x—7<0
vypocteme kotfeny:
+5+/(=5)2—4-2-(—7) +5+v25+56 +5+v81 +549

2:-2 4 4 4
Takze kvadraticky troj¢len je

x1'2: :7,_1

2x—=7)(x+ 1) <0.
Nulové body jsou —1; 7, protoZe v nich je ten kvadraticky trojélen roven nule.

U druhého prikladu postupujeme podle navodu: vse prevést nalevo, upravit na zlomek, ve

zlomku nalézt kofeny v ¢itateli i jmenovateli:
x—2 1 4-—-4x
=>
4—x 3 3x-9
Udélame jen drobné tpravy, pomalu, postupné. Ve jmenovateli je lep$i misto 4 — x mit x —
4 a take se da vytknout trojka z 3x — 9:
2—x 1 4 —4x

_>—
x—4+3 3(x—3)
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2—x+1 4 —4x >0
x—4 3 3(x—-3)

32—-x)x-3)+(x—49)x—-3)—(4—-4x)(x—4) 0
3(x—4)(x - 3) >

vvvvvv

vvvvvvvv

32x —6—x%2+3x) +x? —4x —3x + 12 — (4x — 16 — 4x? + 16x)
>
3(x—4)(x—3)
Je jasné, ze trojku ve jmenovateli nemusime psat, je to jako vynasobit nerovnici +3:
6x—18—3x2+9x +x2 —7x + 12 — 4x + 16 + 4x% — 16x

(x—4)(x—3)

0

>0

2x% —12x + 10 S
(x—4)(x—3)

Muzeme vydélit dvéma:
x*—6x+5 -0
(x—4)(x—-3)
A nyni bud’ odhadneme koteny v ¢itateli (pomoci Vietovych vzorcll) nebo je vypocteme

—6)2—4.1. .
=M=ﬂ:5a1,tjl
2 2

(x=5x-1)
(x =4)(x—3)

X1,2

>0

Nulové body jsou z Citatele 5 a 1 a ze jmenovatele 4 a 3 (jsou to zaroven podminky x # 4, x #
3). Nulové body sefadime a vyznacime na realné ose 1, 3, 4, 5 a nerovnici vyse vyieSime
pomoci metody nulovych bodt (viz odstavec na konci).

U tiretiho prikladu postupujeme opét podle navodu: vSe prevést nalevo, upravit na zlomek,
ve zlomku nalézt kofeny v ¢itateli 1 jmenovateli:

x2+7x — 32 - 10

2x%2 —=5x—-7

x%+ 7x — 32

T _10>0
2x2 —5x—7 -

x2+7x—32—10(2x2—5x—7)>

0
2x2 —5x —7 -

Udélame jen drobné Gpravy, pomalu, postupné:
xz+7x—32—20xz+50x+70>0

2x2 —5x —7 -

—19x% + 57x — 38

>0
2x2 —-5x -7
Nyni je lepsi pfenasobit nerovnici minus jedni¢kou, aby vznikl kladny koeficient u x?2:
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(oto¢ime znaménko 1)
19x2 — 57x + 38
<0
2x%2 —5x -7
a vypocteme koteny kvadratickych troj¢lenti nahote i dole
_ 57+/(=57)2-4-19-(+38) __ 57+V361 _57+19
Lz = 2:19 ~ 38 38 '

tj. koreny jsou 2 a 1, j.

_ 5+ /C57—42:(—7) _ 649
X12 = 2:2 T g

Cy : 15 3., . : ,
, tj. koreny jsou —a—o takZe nerovnice ma tvar.

19(x —2)(x—1)

G- F)6 D)

[ 2 5 19 I3 Ve o .
Mizeme vydélit ~ amame Cistou nerovnici:

(x=2)(x—-1)

<
e SICHE
A
, : i . 1 3 . . y ;
Nulové body jsou z Citatele 2 a 1 a ze jmenovatele S a3 (jsou to zaroven podminky x #
R T v P x 3 15 c ey
175, x % — %). Nulové body sefadime a vyzna¢ime na realné ose — 2 1,2, ~ anerovnici vyse

vyfeSime pomoci metody nulovych bodd.

<0

5.6 Reseni nerovnic nulovymi body
Ukazeme si nulové body na ptikladu. Obvykle feSime nerovnici typu

x—Dxx+5)x—-3)>0 1)
nebo typu
(x—1D(x+5)
=3 >0 (2)

Nulové body jsou v obou ptipadech v§echny ty hodnoty x, pro néz je n€jaky Cinitel roven
nule, tj. jak v soucinu (1), tak v podilu (2) to jsou body 1, -5, 3. V pfipad¢€ (2) okamzité
pisSeme podminku x # 3. Podstatné je, ze zkoumame, kdy je vyraz V(x) na levé strané
nerovnice kladny nebo zaporny. V tom ptipadé nehraji roli hodnoty téch dil¢ich Ciniteld, ani
to, jestli se jimi d€li nebo nasobi, ale hraji zde roli jen jejich znaménka! A pravé znaménka
téch ¢initelti se méni v jejich nulovych bodech.

Diilezité je vyznacit nulové body na Ciselné ose od nejmensiho k nejvétsimu, tj. -5, 1, 3.
Ciselna osa je tak rozd&lena na malé intervaly (—oo; —5), (=5; +1), (+1; +3), (+3; +00).
Trik nulovych bodi je v tom, ze znaménko kazdého jednotlivého ¢initele ve vyrazu V(x) se
meéni prave jen v jeho nulovém bodé€. Nalevo od nulového bodu az do minus nekonecna je
bud’ stabilné kladné nebo stabilné zaporné, v nulovém bodé¢ je nulové a napravo od nulového
bodu az do plus nekonecna je zase stabiln€ zaporné nebo stabilné kladné. Mal¢ intervaly, na
néz déli ¢iselnou osu nulové body, tak vytvaii oazy, v nichz je znaménko kazdého Cinitele
stabilni, tj. cely vyraz V(x) ma v tomto malém intervalu stabilni znaménko.

Znaménko muzeme urcit tivahou nebo trikem, Ze si v kazdém malém intervalu vybereme
né&jakou konkrétni sikovnou hodnotu x a spocitame pro ni znaménko naseho vyrazu V(x).
Préave jsme ukézali, ze to znaménko V(x) bude stabilné shodné v celém dil¢im intervalu.

ProV(x) = (x —1)(x + 5)(x — 3):

V prvnim intervalu (—oo; —5) zvolime napiiklad hodnotu x = —6 a mame
V(=6) = (=7) (1) - (—9) = —63 < 0, takZe v celém inervalu (—o0; =5) je V(x) < 0
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V druhém intervalu (—5; +1) zvolime napiiklad hodnotu x = 0 a mame

V() = (—=1)-5-(—2) = 10 > 0, takze v celém inervalu (=5;+1) je V(x) >0
Ve tietim intervalu (+1; +3) zvolime napiiklad hodnotu x = 2 a madme

V(2) = (+1):7-(—1) = =7 < 0, takze v celém inervalu (+1;+3) je V(x) < 0
Ve ¢tvrtém intervalu (+3; +00) zvolime napiiklad hodnotu x = 4 a mdme

V(4) = (3):9:(+1) = 27 > 0,takZe v celém inervalu (+3; +) je V(x) >0

Nerovnice (x — 1)(x + 5)(x — 3) > 0 ma potom feSeni x € (—5; +1) U (+3; +o0).

Vzdy musime na konci feSeni zkontrolovat, zda nulové body patii do feSeni nebo ne nebo jsou
dokonce zakazané podminkami.

Jako pomucka pro uréeni muze slouzit tato minitabulka [VK]:

—o0 -5 +1 +3 +00
(—o0; —5)(—5;+1) (+1;+3) (+3; +o0)
X+5 + + +
x-1 - +
X-3 - - +
V(x) + - +

Kdyz jsou nulové body srovnané podle velikosti na té ¢iselné ose, tak znaménka mayji
viditelnou pravidelnost a zlom nastava pravé v nulovych bodech.

VZdy musime zvlast’ u kazdého nulového bodu rozhodnout, zda patri do FeSeni nebo ne.
Kdybychom fesili nerovnice

x—1Dx+5)(x-3)=0
a

(x—1(x+5) >0
(x—=3)
tak by feSeni byla rozdilna v tom, ze bod x = 3, by byl soucasti feSeni prvni nerovnice
(nasobeni nulou), ale uz ne druhé nerovnice (déleni nulou).

6 CISELNE MNOZINY

Z tohoto tématu je 33 Uloh z 822, vétsinou jsou to jednobodové tlohy. Ptesto u nich dochazi
Casto k nepochopeni zadani nebo neschopnosti najit feSeni, protoze jsou rtiznorodé, razné
formulované a z vice oblasti matematiky. Nelze dost dobi‘e v nich hledat néjaky vzor, ktery
by se dal naudit. Tyto Ulohy cili na zakladni znalosti.

Casto se zaméfiuje prinik za sjednoceni.
Je tfeba dat pozor na krajni body intervalt a jak se projevi v pruniku nebo sjednoceni.

pruniky a sjednoceni interval
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A N B oznacuje prinik mnozin A a B, tj. mnozinu vSech prvka, které jsou jak

Vv mnozin€ A, tak v mnozin¢ B

A U B oznacuje sjednoceni mnozin A a B, tj. mnozinu vSech prvki dohromady jak
Z mnoziny A, tak z mnoziny B

vyjadfovani neznamé ze vzorce
pozadovanou nezndmou pievedeme na levou stranu a vSe ostatni na pravou, pokud je
neznama ve vice vyrazech na levé strané, vytkneme ji

Ciselné osy, intervaly, priniky, to viechno je v tabulkach. Pfipomenime jen ty Gplné
nejzékladngjsi:

N je mnozina vSech pfirozenych Cisel

Z je mnozina vsech celych ¢isel

R je mnoZina vSech redlnych ¢isel

Casto se setkavame s vyrazem R\ {0}, coZ je mnozina v8ech realnych ¢isel, kromé nuly

7 VYJADROVANI NEZNAME ZE VZORCE

Z tohoto tématu je 9 uloh z 822, vétsinou jsou to jednobodové ulohy, ale dost ¢asto je studenti
neud¢laji dobte.

Vyjadfovani neznamé ze vzorce je jednoduché. Pozadovanou neznamou prevedeme na levou
stranu a v§e ostatni na pravou, pokud je nezndma ve vice vyrazech na levé stran¢, vytkneme ji
a pak rovnici vydélime. Zadné rady nejsou, je to zakladni znalost.

8 LINEARNT ROVNICE, PROCENTA, ZLOMKY,
PREVODY

Z tohoto tématu je 46 Gloh z 822. V téchto tfech tématech, ktera jsme sloucili, se objevuji
jednodussi ulohy, které se pfili§ v maturitnich ulohach neopakuji. Kromé tématu ,,procenta*
se vetSinou neda zjistit néjaky vzor, ktery by se vyskytoval Castéji.

Soustavy linearnich rovnic se tesi klasicky, vyjadienim jedné proménné pomoci ostatnich a
jeji dosazeni do zbylych rovnic. Druha moZznost je vynasobit rovnice tak, aby se pfi jejich
secteni n¢jaka proménna vyloucila.

Procenta

Pro ty, kdo se neciti, ze procenta zvladnou v pohodg, je tu postup, ktery je sice delsi, ale
nazorny. Vzdycky, kdyZ pocitdme procenta z néceho, tak je dilezité zapsat to "z ¢eho". A

. A B .30 . ” I

jedno procento je Too ticet procent je ., atd. UkaZeme na ptikladu. V ulohach, kde se
ruzné kombinuje zdraZeni a zlevnéni nebo piiliti néceho a odliti nebo podobné, tak vzdy po
jakékoliv zméné je nutné si uvédomit, Ze to je novy aktudlni stav (aktudlni cena, aktudlni stav
vody, aktudlni pocet studentl, aktualni stav konta, apod.). Dalsi zména musi vychazet vzdy z
(nového, zménéného) aktualniho stavu. Z té ceny nebo stavu se pak pocita zdrazeni nebo
zlevnéni, a tim vznika zase novy aktudlni stav. A dalSi zména se pocita zase jen a jen

z aktualniho stavu.

Klasicka poucdka je, ze zdrazeni o N procent a poté zlevnéni o N procent nedava stejnou cenu
jako na zacatku.

18



A také zlevnéni o N procent a poté zdrazeni o N procent také nedava stejnou cenu jako na
zacatku. Vzdy je nutné zlevnéni nebo zdrazeni pocitat z aktualniho stavu, z aktualni ceny, viz
naptiklad feseni prikladu 2024J_02, 2017J_11 a 2024P_16 dale (viz téz feSené priklady v
Ptiloze 1).

Dalsi uz je navic a nepatii do "minimdlnich znalosti". Cel¢ toto téma totiz vyzaduje zcela
zakladni znalosti z matematiky, na tirovni zakladni Skoly. Pro jistotu je feSeni nasledujicich
vzorovych ptiklad uvedeno piimo i zde, "v ucebnim textu", i kdyz feSeni téchto ptikladi je
klasicky uvedeno i v Ptiloze €. 1 k tomuto tématu,

8.1 Priklad. Zlevnéni a zdrazeni (2024J_02, [CZVV])

Prodejce mobil zlevnil o 30 %, poté se zacal mobil prodavat lépe. Prodejce zareagoval tak,
Ze ho postupné dvakrat zdrazil. Prvni zdrazeni bylo o 209 ze zlevnéné ceny a pak jesté
010 % z ceny po prvnim zdrazeni. Vysledna cena po viech zménach je 11 088 K¢,

Vypoctéte ptivodni cenu mobilu.

Pomalé postupné feseni:
Pavodni cena mobilu ... m K¢&. To je nyni aktualni cena.

o y . 30 70 - .
Po zlevnéni je cena ...... m - (30 % z m) K¢&. To je m — oo™ = 100 ™M Nyni je aktualni cena

Nyni nésleduje zdraZeni o 20 %. Ale je to zdraZeni aktudlni ceny. TakZe po zdrazeni o 20 %

. , 70 70 70 20 70 70 14 84 ,
je nova cena mm+(20%zﬁm)=—m+——m——m+—m=—m. Nyni

100 100 100 - 100 100 100
. ot 84
je aktualni cena (M m).
v LNt . , 84 84 84
Po zdrazeni aktualni ceny o0 10 % je nova cena oMt (10 % zﬁm) =Tomt
10 84 84 8,4 92,4
——m=—m+—m=-—"—m
100 100 100 10(())2 4 100 924
Vysledna cena je tedy Too MM 0 které fikaji, Ze je 11088 K& Tedy ~ ——=m = 11088

a odtud m = 12000.

MuzZeme fesit rychleji, ale pozor na chyby:
Pavodni cena mobilu ... m K¢&.

Po zlevnéni o 30 % je cena 70 % z m. To je %m. To je ted’ aktualni cena.

Po prvnim zdrazeni o 20 % je cena 120 % aktualni ceny, t;. % (% m) = %m. To je ted’
aktualni cena.

Po druhém zdrazeni o 10 % je cena 110 % aktualni ceny, tj. % (% m) = jiigg m= ii—':
Vysledna cena je tedy jf)—’:m =11088 aodtudm = 12000

8.2 Priklad. Dvoji zlevnéni (2017J_11, [CZVV])

Obchod pri vyprodeji snizil pGvodni cenu zbozi o 40 %. Navic svym vérnym zakaznikdm
rozeslal SMS zpravu s nabidkou dalsi 15% slevy z ceny jiz zlevnéného zbozi.

Vypoctéte, o kolik procent se plvodni cena zbozi snizila vérnym
zakaznikdam, ktefi vyuzili i slevu nabizenou v SMS zpravé.
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Reseni.
Pivodni cena zbozi ... x K¢.

v . 60
Pii vyprodeji cena ...... Xx—(40% zx)=60% x = Too X
Dalsi sleva 15 % z jiz zlevnéné ceny.

, . 60 60 60 15 60 60 900 6000 — 900
Novacenaje—x-155%z—x=—x—-——-—x=—x — X = ———x =
5100 51100 100 100 100 100 100 10000 10000

To000 X = TodX Nova cena je tedy 51 % z pavodni ceny. Doslo tedy celkové ke zlevnéni o
49 %,

Rychlejsi fesenti je toto:
Plvodni cena zbozi ... x K¢&.

v .. o 60
Pti vyprodeji se cena sniZila 0 40 %, tedy na 60 % x = —x

100

Dalsi sleva byla 15 % z jiZ zlevnéné ceny, €ili cena se sniZila na 85 % jiZ zlevnéné ceny
60 y . . 85 60 5100 51

(=x). Takze nova cena je — - —x = X =-—x.
100 100 100 10000 100

Nova cena je tedy 51 % z ptivodni ceny. Doslo tedy celkové ke zlevnéni o 49 %.

8.3 P¥iklad. MéFitko mapy (2024P_16, [CZVV])

16 Délka 40 mm na mapé odpovida vzdalenosti 20 km ve skuteénosti.

Jaké je méiitko mapy?

A)  1:500

B) 1:5000
C)  1:50000
D) 1:500000

E)  jinywvysledek

ReSeni.

Ke zjisténi méfitka musime najit odpovidajici vzdalenost na mapé a ve skutecnosti ve
stejnych jednotkach. Casto se ¥ika 1 cm na mapé odpovida 50 000 cm ve skuteénosti. Pak je
méftitko 1: 50 000. V této tloze tedy musime prevést 20 km na milimetry.

20 km ve skutecnosti je 20 000 metrd, coz je 20 000 * 1000 milimetrd, tj. 20 000 000
milimetrd. 40 mm na mapé tedy odpovida 20 000 000 milimetrim ve skute¢nosti, métitko

tedy je 400 : 20 000000 = 1: 2222200 — 1:50 000. Mé¥itko je tedy 1 : 50 000.

9 LINEARNI NEROVNICE

Z tohoto tématu je 15 uloh z 822. Linearni nerovnice jsou vétSinou dve, z kazdé vyplyne Ze x
(n¢jakad proménnd) ma byt v n¢jakém intervalu, takZe proménna x musi byt v priniku obou
intervali. Je tieba dat pozor na krajni body intervali a jak se projevi v pruniku nebo
sjednoceni.

A N B oznacuje prinik mnoZin A a B, tj. mnozinu vSech prvk, které jsou jak v mnoziné A,
tak v mnoziné B.
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U nerovnic je zasadni, Ze se s himi pracuje jako s rovnicemi, ale s jednou jedinou, ale
naprosto vyznamnou odchylkou: nesmime jen tak nasobit neznamym nebo zapornym
¢islem.

Jestli je ve jmenovateli nebo Citateli zAporné ¢islo, miZzeme nerovnici nasobit, ale musime
zménit znaménko.

Jestli je ve jmenovateli nebo Citateli nezndmeé c¢islo, nesmime nasobit. Musime nerovnici
prevést na zlomek a pak vyuzit tzv. nulové body. Nulové body jsou vysvétleny v kapitolach o
kvadratickych nerovnicich

10POSLOUPNOSTI — obecna, aritmeticka a
geometricka

Z tohoto tématu je 58 Gloh z 822. Ve potiebné, zejména vzorecky k posloupnostem, jsou

v Tabulkach.

Aritmetickd a geometricka posloupnost jsou velmi lukrativni maturitni Glohy, protoze je jich
relativné hodné a daji se naucit. Staci znat 4 vzorce a natrénovat tak 10 ptikladii a vysledek je
neocekavané dobry.

Objevuji se tu tii pojmy: obecné posloupnost, aritmetickd posloupnost (AP) a geometricka
posloupnost (GP).

10.1 Obecna posloupnost
Obecna posloupnost se v maturitnich tlohach téméf neobjevuje, ale objevuje se obecné
oznacovani. Posloupnost ¢isel je prosté n¢jaka ocislovana fada ¢isel, jenom se dodrzuje
pravidlo, Ze to ¢islovani je souvislé. Cleny obecné posloupnosti se ¢asto znadi a,,, pfi¢emz ten
index n pravé patii k tomu "o¢islovani" posloupnosti. Napiiklad miizeme mit kone¢nou
posloupnost a,, as, a,, as, nebo nekoneénou posloupnost as, ag, a,, ... az do nekone¢na,
nejcastéji aq, a,, as, ... az do nekoneéna
Zkracené piseme (a,,)"=5 nebo (a,)"=% nebo (a,)'=5 . Cleny posloupnosti miizeme
oznacovat 1 jinymi pismeny.
Cislo ay, tj. n-ty &len posloupnosti, mizeme definovat libovolné, naptiklad jako

a, =52—-16-n.
nebo ekvivalentn¢ jako (52 -16 -n)i=T .

To znamena, ze kdyz si zvolime index n, napt. n = 100, tak mame definovan sty ¢len
posloupnosti jako
Q100 =52 —16-100 =52 — 1600 = —1548.

Trochu problém nekdy d€la otdzka, ¢emu je roven a7 Prosté dosadime ten index (pozor,
ted’ je to "n+1") do vzorecku:

Ansr =52—16-(n+1).
Stejné tak mtizeme dosadit za index cokoli jiné¢ho, tfeba m+k. Pak mame

Ak =52 —16 - (m + k).
Ta posloupnost ma prosté definovanou hodnotu podle indexu, a ten mize byt jaky chce,
prosté néjaké "n". Pak miizeme tieba pocitat soucet tii za sebou jdoucich prvki posloupnosti
jako

A, +apny; +ap2=52—-16-1n+52—-16-(n+1)+52—-16-(n+ 2)
=52—-16n+52—-16n—16+52 —16n — 32 = 108 — 48n.

To bude velmi Casté u prikladl z aritmetické a geometrické posloupnosti, kde budeme
potfebovat secist tieba n ¢lent posloupnosti a; + a, + -+ a,_q + a,.
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10.2 Aritmeticka posloupnost
Aritmeticka posloupnost je dana prvnim ¢lenem a, a diferenci d. Kazdy nasledujici ¢len je o
diferenci d vétsi nez predchozi ¢len, tak se postupné vytvafi ¢leny: a,, .1 = a, + d, konkrétné
a, =a,+d, a3 =a,+d=a; +2d,a, = a3z +d = a; + 3d. Neni ptekvapenim, ze kdyz
dojdeme od a, k a,, ,tak popojdeme o (n - 1) diferenci, tj.

a,=a; +(n—1)d.
ale diferenci je jenn - 1.
Druhy vzorec umi najednou spogitat soucet

n
Sp=a,+a,+az;+-+a,= (a1+an)z

Tento vzorec se dobfe pamatuje, protoze soucet prvnich n ¢lenti je (prvni + posledni ¢len) krat
pocet ¢lend, déleno dvéma. S témito dvéma vzorci si vysta¢ime na vSechny tlohy! Dilezité je
pamatovat si, Ze vSe je uréeno prvnim ¢lenem a4 a diferenci d. To fikaji ty dva vzorce.
Krasa druhého vzorce vynikne, kdyZ si pfedstavime, Ze mame secist 1000 nebo milion ¢lenti
posloupnosti. Staci ndm na to jeden soucet a jedno nasobeni.

Na ptikladech si ukdzeme, jak jednoduché jsou ptiklady, kdyz se drzime zésady, ze vse
vyjadiujeme pomoci prvniho ¢lenu a, a diference d. I kdyz ve vzorci a1 = a, + d mame
"plus d", d muze byt zaporné, takze posloupnost bude klesat. Ale na tom nezalezi, zalezi jen
na tom, ze nasledujici prvek se od predchoziho lisi o tu diferenci, jestli je zaporna nebo
kladna, nema vliv na zadny vzorec.

10.3 Geometricka posloupnost
Geometricka posloupnost je analogicka té aritmetické. Opét tu budou jen dva vzorce.
Geometricka posloupnost je opét dana prvnim ¢lenem a; a tzv. kvocientem q. Kazdy
nasledujici ¢len bude tady g-nasobkem ptedchoziho Clenu, ¢ili tak se postupné vytvaii Cleny:
Apiq = an +d, konkrétné a, = a,-q, a3 =a,-q=a,- q>,a,=az-q=a,- q>* = a, -
q3, atd. Neni prekvapenim, Ze kdyz dojdeme od a, K a,, ,tak popojdeme o (n — 1) operaci
nasobeni, tj.

a, =a; - q"* L.
ale mocninauqjejen (n —1).
Druhy vzorec umi najednou spocitat soucet
q" -1
q—1
U tohoto vzorce je tentokrat n-ta mocnina u g, ale to si musime zapamatovat. Pokud ne,
nalezneme ho v tabulkéch, ale bez tohoto vzorce to neptijde. S t€émito dvéma vzorci si opét
vysta¢ime na vSechny ulohy! Dtlezité je pamatovat si, Ze vSe je ur¢eno prvnim ¢lenem a4 a
kvocientem g. To fikaji ty dva vzorce. Krasa druhého vzorce opét vynikne, kdyz si
piedstavime, ze mame secist 1000 nebo milion ¢lenti posloupnosti!!!

Sp,=a,+a,+az+:-+a, = a,

Na prikladech si ukazeme, jak jednoduché jsou ptiklady, kdyz se drzime zésady, Ze vse
vyjadiujeme pomoci prvniho ¢lenu a, a kvocientu q. I kdyz ve vzorci a, ;1 = a, - ¢ mdme
krat g,  mtze byt zaporné nebo mensi nez jedna, takze posloupnost bude klesat nebo
oscilovat mezi kladnymi a zapornymi €isly (minus krat minus je plus). Ale na tom nezalezi,
zalezi jen na tom, ze podil nasledujiciho prvku a predchoziho prvku je konstantni (kvocient):
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nebo q = ~2nebo q* = =2, obecn& ¢ = =+, apod.
22 n
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11FINANCNI MATEMATIKA

Z tohoto tématu je jen 12 Uloh z 822, nicméné se tyto tlohy objevuji ve SCIO testech nebo
piijimackach na VSE. U finanéni matematiky se v maturitnich Glohach objevuje pouze tzv.
slozené troceni, coz poskytuje vétSinou banka, nebo je to troc¢eni u dluhu, které muaze byt
jeste néjak ovlivnéno, tieba splatkami nebo tim, ze v téch lohach nefiguruje zadna dan

z Uroku, kterou plati banky za klienty.

11.1 Slozené uroceni u bank

Budeme pracovat se vzorcem slozeného urokovani, kterv je nutné si zapamatovat:

Iy=1 (1 + 2 k)n

mee 100
kde
Ly oo, pocatecni jistina (pocate¢ni vklad)
D oo urok p % za jedno srocéené obdobi (napiiklad p = 4,8 % za rok)
Koo, danovy koeficient, u nas je k = 0,85, protoze mame 15 % dan z Groku
Iy e, jistina, ktera vznikne po n tiroéenych obdobich pocatecni jistina
Poznamky:
D e urok p % za jedno tro¢ené obdobi (mutize to byt den, mésic nebo rok).

Udava se tak, jak ho udéavaji banky, tj. v procentech. Pfevod na pomérnou ¢ast celku zajisti ve
vzorci ten podil 1%. Po uplynuti jednoho uro¢eného obdobi banka pfipise k jistin¢ urok za
jedno uroc¢ené obdobi, a strhne z ného dan, takze jistina po prvnim Gro¢eném obdobi je

1

p-k
1=1-(1 —)
1= + 700

Cili kdyz banka nabizi roéni trok p = 4,8 %, mtizeme oéekavat, Ze dostaneme jen p-0,85 =
4,8 % - 0,85= 4,08 %. Takze trok je ve skutecnosti 4,08 %. Nékteré banky mohou uvadét
urok uz po zdanéni, potom pochopitelné k=1.

Po uplynuti druhého tro¢eného obdobi banka piipise k jisting, ktera je nyni I; (!) Urok za

jedno uro¢ené obdobi, a strhne z n¢ho dan, takZe jistina po druhém tGroceném obdobi je
2

N~ -k
12=11‘(1+p_> =Io'(1+p_>

100 100
Timto vznika vzorec jistiny po n-tém tro¢eném obdobi:l, = I (1 4 2058

100

)n, ktery budeme

hojné vyuzivat. To Cislo g = (1 + %) nam vlastné tika jaky je kvocient geometrické fady
Iy, 11, L5, ..., I,, protoze timto ¢islem se vzdy na konci iro¢eného obdobi nasobi predchozi
jistina. A to je definice geometrické fady.

V nésledujicich ptikladech plati pravidlo, Ze pouZijeme témét vzdy tento jeden vzorec a jen
do n¢j dosadime hodnoty, které jsou specifikovany v ptikladu. Plus trochu logiky.
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11.2 Dluhy, hypotéky, uvéry, odpisy majetku

U dluht, hypoték, avért, odpisi majetku se sice jedna o slozené trokovani, ale ,,koeficient
dan¢ k* neni 0,85, protoze klient neziskava urok, takze z néj neplati dan. Proto do vzorecku
dosazujeme k = 1. Pfi uvé€ru dluh narista sloZzenym uro¢enim (ale k = 1). Pfi odepisovani
majetku naopak hodnota majetku klesa (i tady se ale zadna dan neplati, takze k = 1), ale
hodnota ,jistiny* se nezvysSuje, nybrz snizuje, takze ve vzorecku

= (1+p'k)
n— 0 100

n

se zméni plus na minus, protoze hodnota ivéru nebo majetku se snizuje o piislusné procento

p:

p-k\"

=1 (1 100)
kde
Lo oo, nikoli pocatecni jistina, ale pocatecni dluh nebo pocatecni uvér nebo
pocatecni hodnota majetku, jehoz hodnota se odepisuje
2SS urok p % za jedno #rocené obdobi (napiiklad p = 4,8% za rok u dluhu
nebo hypotéky), nebo procento p ,,odpisu majetku (vétsinou za 1 rok)
Ko, normalné je to danovy koeficient, ale u dluhii, hypoték, tvéri, odpist
nevznika piijem, taze zadna dan se neplati, takze k = 1
Ly, konecnd hodnota dluhu (majetku), kterd vznikne po n siro¢enych
obdobich

12KOMBINATORIKA

Z tohoto tématu je 49 Gloh z 822. Ke kombinatorice najdeme vzorecky v Tabulkéch. Je to ale
jen par pojmu a vzoreckd, které stoji za to se naucit.

12.1 Faktorial

Faktorial neni nic té€Zzkého, jde jen o oznaceni pro soucin ¢isel: n!=1-2-3-..-(n—1) -n
pro vSechna pfirozena ¢islan =1, 2, 3, ..., a navic se pro uplnost definuje 0! = 1. Vyuzijeme
to dale u kombinacnich cisel, jinak to nema smysl.

12.2 Permutace

Praveé uvedené Cislo n! je zaroven pocet permutaci n riznych ¢isel. Slovo permutace chapeme
Vv Cesting jako uspotadani, poradi. Permutace je prosté rtizné uspotradani n ¢isel a n! je pocet
moznosti, jak ¢isla uspotfadat za sebou.

Piiklad

V atletickém zavodé je pét béZkyn a my si chceme sestavit vS§echny mozné vysledky, jak
mohou dobéhnout. Tady samoziejmé potadi vybrané bézkyné je to nejpodstatnéjsi. Prvni
vybrana bude vitéz, dalsi si stoupne na druhy stupeii vitézt a dalsi na tieti stupen, ctvrta
dostane bramborovou medaili a pata nic. Pocet moznosti, jak zavod dopadne je logicky 5 - 4 -
3 -2 -1, protoZe nejprve vybirame prvni béZkyni ze vSech 5, tak mame 5 moZnosti. Potom
vybirdme druhou bézkyni, ale uz jen ze 4 bézkyni, takze ted’ mame 5-4 moznosti, pak treti
bézkyni, tu mizeme k prvnim dvéma pfidat tfemi zpisoby, protoZe nam zbyly jen tii bézkyné
atd., takze mame opravdu 5-4 -3 -2 -1 = 5! moznosti jak dopadne zavod.
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Doporuceni

V Ulohach z kombinatoriky postupujte vzdycky logicky podobné jako v piikladu, pifedstavte si
situaci a kombinujte mozné postupy, jak dosahnout vysledku, tim uvidite kolika cestami se

k vysledku miizete dostat.

12.3 Kombinachni Cislo

vvvvvv

(n) _ n!
k) k!'-(n—k)!
udava, kolikrat je mozno vybrat K pifedmétii z n riznych pfedméti, nebo také kolik riznych k-
tic Ize vybrat z n riiznych prvkt. Pokud si nebudete védét rady s néjakym kombina¢nim
¢islem, rozepiste si ho podle vzorce

(n)_ n! _ 1-2-3-...-n
K/ kl-(n—k)! 1-2-3-..-k-1-2-3-..-(n—k)

Zachéazejte s faktorialy a kombina¢nimi ¢isly jako s oby¢ejnymi ¢isly! Jesté jedna dilezita
rada. Vzorec pro kombinacni Cislo

n n!
(k) “kl-(n—k)!

muize mit misto ¢isel ,,n“ a ,.k* jakdkoliv pfirozena ¢isla nebo nulu, kde pozadujeme jen
n = k. 1 kdyz ,,prakticky* smysl ma kombinacni ¢islo pro nenulova ¢isla, dodefinovava se pro

Uplnost
n 0
(0> =1 (0) =1

() =2()=

a dale plati i podle vzorce

Priklad. Losovani
Typickym ptikladem je vybirani o¢islovanych micki z osudi. KdyZz je v osudi 39 micki a
stroj tfeba vybira (vyfukuje) sedm micki, mize to ude€lat presné
39

(7)
zpusoby, protoze to je podle definice kombinacniho ¢isla pocet riznych sedmic, vybiranych
z 39 prvkia. U kombinac¢niho ¢isla je dulezité, Zze se micky nevraci do osudi, prosté vypadnou
z osudi ven. Nemuize se tedy stat, Ze jedno Cislo bude tazeno dvakrat. A také je dilezité, ze ve
skuping€ vylosovanych ¢isel je podstatna celd jejich skupina dohromady, nikoli to, kdy byly
jednotlivé micky tazeny. Rikdme, Ze ,,nezaleZi na poradi*, v tomto piipadé nezalezi na
potadi vylosovanych Cisel.

Priklad. Losovani, kdyby zélezelo na potadi

U klasickych loterii nikdy nezaleZi na potadi, ale tfeba mame nésledujici priklad. Sponzor
skoly zakoupi pro nejlepsi zaky letni z4jezd na Havaj, na Tenerife a do Splitu. Skola vybere
30 vynikajicich zaku, ale nechce mezi nimi vybirat tii nejlepsi. proto se losuje. Prvni
vylosovany jede na Havaj, druhy na Tenerife a teti do Splitu. Potom zaleZi na potadi
vylosovanych! Kolik je moznych vybéra? Je to jednoduché. Prvniho mohu vylosovat z 30
moznosti, druhého uz jenom z 29 a tietiho z 28 moznosti. Proto je celkem 30*29*28 moznych
vysledkt. Kdyz vybirame obecné K prvkii z n a zalezi na poradi, mame

25



n-(n-1) - (n-2) -...- (n—k + 1) moznosti.

Tento zplsob vybéru (nebo vzorec) se nazyva "variace bez opakovani”. Neni nutné si ho
pamatovat, logicky k nému vzdycky dojdeme. Nicméné je to pojem, ktery se v kombinatorice
zavedl. Také se zavedl pojem "variace s opakovanim", coz je piipad, kdyz se pravé
vylosované ¢islo opét vraci do osudi. V nasem piipad¢ by to nemélo smysl, protoze teoreticky
by vSechny tfi zajezdy mohl ziskat jeden zak, nicméné by bylo 30*30*30 moznych losovani.
Obecné pro k vybiranych prvka z n prvka "s opakovanim™ (tj. "vracenim" vybraného prvku
zpé&t) bychom méli nk moznosti. Kdyz bychom méli tii zdjezdy na Havaj, nezéleZelo by na
potadi, vybirala by se skupina 3 studenti, takze to by bylo vySe uvedené kombinacni ¢islo 30
nad 3.

Ptiklad tu neni zbyte¢né, protoze uvedené kombinatorické uvahy se v maturitnich ptikladech
délaji, i kdyz se tam pojem variace nikdy nevyskytl.

12.4 Souhrn

Takze méme pojmy:
variace (k prvkl z n) bez opakovani: n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1) mozZnosti.
k

variace (k prvkll z n) s opakovanim: n moznosti.
. ° . ny\ _ n! v ,

kombinace (k prvki z n): ( k) = o moznosti

permutace (n prvki) n! moznosti.

12.5 Pocitani s kombina€énimi Cisly

V maturitnich tlohach je mnoho kombinaénich ¢isel, které musime byt schopni vypocitat.

Napftiklad v jedné z tloh mame vypocitat pravdépodobnost, kterou urc¢ime jako

_ &)

4
Podle definice pocitdme
<27)_27-26-25-24-23-22-...-2-1_27-26-25-24

4) 1-2-3-4 - 23-22-..-2-1  1-2-3-4

= 17550

(30)_30-29-28-27-26-25-24-23-22~...~2~1_30-29-28-27_27405
4) 1-2-3-4 - 26-25-24-23-22-..-2-1 1-2-3-4
Potom p = 5%

(?/) _ 17550
(30) ~ 27405
Jisté si vSimneme, ze ¢ast faktorialu v Citateli se zkrati s tim vét$im faktorialem ve
jmenovateli. Tim vzniklo jednoduché pravidlo, tieba 30 nad 4 je zlomek, kde nahoie jsou 4
Cisla a dole také. Nahote zacinaji tficitkou a jdou dolti, dole zac¢inaji jednickou a jdou nahoru.
Takze 30 nad 4 piSeme rovnou jako zlomek, kde jsou 4 ¢isla nahote a 4 dole:
30 30-29-28-27
( 4 ) 1-2-3-4

= 0,64.

Stejné tak

(720)_720-719 (7)_7-6-5
2] 1.2 3/ 1-2-3

12.6 Trik

Kdyz je dole velké ¢islo, pocitame to jinak:
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Go)=(3)  oveens  ()=(,",)

Cislo 30 nad 27 bychom pogitali jako zlomek s 27 &isly nahofe a 27 &isly dole, proto
vyuzijeme vyse uvedeny vzorec. Vzorec nam tika zhruba to, zZe kdyZz vybirame skupinu 27
studentd, ktefi ptijdou na brigddu, tak je to stejné, jako kdyz vybirame skupinu 3 studentd,
ktefi neptijdou na brigadu.

Priklad

Napiiklad v Uloze 2017J_21 [CZVV] cht&ji vypoditat podil ¢isel A/B
A=1000!-3!
B=999!-5!

Mohli bychom to fesit jinak, ale ukazme si postup, kdy nevime nic jiného, nez vyse uvedené
definice.
A_1000!-3!_1-2-3-...-999-1000-3!_1000-3!_1000-1-2-3_1000_50

B~ 999!.5/  1.2-.3-..-999.5| 5. 1-2-3-4-5 20

Priklad
V uloze 2015P_17 [CZVV] se ma vypocitat rozdil

("39)-G)

Op¢ét dosadime podle definice:

n+1 ny (n+1)! n! B
( 2 )_(2)_2!-(n+1—2)!_2!-(n—2)!_
1:2:3-.om-(n+1) 1-2-3-..n

20°1-2:3...(n-1) 20-1-2-3-.-.(n—-2)
n-(m+1) (m-1)n n*+n n’-n_
BT 20 2 2 "
12.7 Pravdépodobnost
Casto je kombinatoricka iloha zkombinovana s pravdépodobnosti. Vétsinou jednoduse jako
,jaka je pravdépodobnost, Ze ... ,, a nasleduje popis n¢jakého jevu, néjakého vysledku apod.
V drtivé vétsiné ptipadil 1ze onu pravdépodobnost spocitat jako

pocet vSech priznivych vysledki
p =

pocet vSech moinych vysledka

12.8 Kombinatorické ulohy

U kombinatorickych uloh je dilezité si pokud moZzno nakreslit jakymkoliv zptisobem zadani.
Napftiklad je tloha, kde si trenér vybira z 5 dévcat a 4 chlapci Sesticlennou skupinu, kde maji
byt 3 divky a 3 chlapci. Jakymkoli, 1 trividlnim, zptisobem si situaci nakreslit a pak uvazovat.
Naptiklad [VK]:

00000 XX XX

HEEEEE
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Nebo je uloha, kde v divadle se do prvni fady posadi 12 osob, ale 3 mista zlistanou volna.
Postaci jednoduchy nékres, naptiklad:

b x T x x|

Ve vSech tlohach, kde se maji vybrat prvky z urcité mnoziny, je zasadni otazka, jestli
vybirame ty prvky jako skupinu, kde nezalezi na poradi nebo vybirame prvKky, jejichz
vybirani ma jiny vyznam.

13PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA

Cisté z tohoto tématu je 32 tloh z 822. Vétsina tloh vyzaduje znalost pouze tif nasledujicich
pojmt. Dal$i pojmy z pravdépodobnosti a statistiky se v maturité neobjevuji!

13.1 Pojmy Modus, Median a Primér

Ucebni text je zde velmi kratky, protoZe v maturitnich ulohach se nejvice vyskytuji jen tii
pojmy. Velmi struéné lze fici, Ze

Modusje nejéastéjsi hodnota

Median je "prostiedni” hodnota

Prumér je soucet déleny poctem

Median

Zadrhel u medianu je, Ze hodnoty musi byt v fadé srovnané od nejmensi k nejvétsi. Vibec
nezalezi na tom, jaké hodnoty jsou, jen musi byt srovnané podle velikosti. Potom median je
piesné prosttedni hodnota, pokud pocet hodnot v fadé€ je lichy. U sudého poctu hodnot je
median primér ze dvou prostfednich hodnot. Medidn nemusi byt celé ¢islo, miZe to byt
jakékoliv ¢islo.

U vSech uloh z pravdépodobnosti a kombinatoriky je velmi vvyhodné si situaci nakreslit.
PomiuiZe to rychlejSimu pochopeni podstaty Glohy a feSeni. A u maturity jde o ¢as.

Cast prikladi z kombinatoriky a pravdépodobnosti se da FeSit prostym vyétem, Zadnymi
slozitymi avahami. Prosté vypiSeme vSechny moZnosti a zatrhneme ty priznivé.

13.2 Skrtaci tGlohy v didaktickém testu z matematiky a
moznost ziskat 5 bodi nahodnym zaskrtavanim

V tomto odstavci ukaZzeme, ze nahodnym zaskrtavanim odpovédi v tzv. Skrtacich ulohach

(vétsinou ulohy 16-26 z didaktického testu) Ize ziskat v priméru 5,4 bodu.

Vezméme naptiklad ulohy z testu z podzimu 2025 [CZVV]:

Ulohy 15-25 jsou tzv. ,,8krtaci tlohy, kdy student vybira pravé jednu z nabizenych moznosti.
Spravné teseni (zaskrtani) podle Cermatu:
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15 max. 3 b.
151 A 3 podiilohy 3 b.
15.2 A 2 podulohy 1 b.
153 N 1 poduloha 0 b.

16 E 2b.

17 D 2b.

18 E 2b.

19 A 2b.

20 E 2b.

21 B 2b.

22 C 2b.

23 A 2 b.

24 C 2b.

25 max. 4 b.
25.1 D 2 podulohy 4 b.
252 A 1 poduloha 2 b.

V Uloze 15 jsou vzdy dvé moznosti A/N, pii¢emz za pravé 3 spravné odpovédi jsou 3 body a
za prave 2 spravné odpoveédi je 1 bod. Jinak 0 bodid. Vime, Ze spravna odpovéd’ je AAN
Nyni budeme spravné odpovédi zaskrtavat nahodné! TakzZe s pravdépodobnosti

%Zvolime odpoveéd AAA a ziskdme za ni 2 body, celkem tedy 2(body) - % = 0,25 bodu
%zvolime odpovéd AAN a ziskame za ni 3 bodi, celkem tedy 3(body) - % = 0,375 bodu
% zvolime odpoveéd’ ANA a ziskame za ni 0 bodu, celkem tedy 0 bodu

1
8

%zvolime odpovéd’ ANN a ziskame za ni 2 body, celkem tedy 2(body) - - = 0,25 bodu

% zvolime odpovéd NAA a ziskdme za ni 0 bodi, celkem tedy 0 bodu
%zvolime odpovéd’ NAN a ziskame za ni 2 body, celkem tedy 2(body) - % = 0,25 bodu

% zvolime odpovéd NNA a ziskdme za ni 0 bodt, celkem tedy 0 bodu

% zvolime odpovéd’ NNN a ziskame za ni 0 bod{, celkem tedy 0 bodu

Soucet bodii je 1,125, tedy ndhodnym zaskrtanim odpovédi ziskdme v praméru 1,125 bodu.

Jiny vypocet: Je to jako hod osmisténnou kostkou, kterd ma na svych osmi sténach napsany
tyto body: 2, 3, 0, 2, 0, 2, 0, 0. Otazka je, kdyz hodim nahodn¢ kostkou, kolik v priméru

mohu ziskat bodu?

e e ey . . 2+3+0+2+0+2+0+0 _ 9
Je to presné aritmeticky pramér z téch osmi hodnot neboli AR ; LA - 1,125

Néhodnou odpovédi v Uloze 15 tak ziskame 1,125 bodu.

Ulohy 16-24 jsou z hlediska pravdépodobnosti a dosaZeni bodi shodné.
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Takova uloha (napfiklad uloha 16) ma 5 moznych odpovedi A, B, C, D, E, pii¢emZ podle
pravidel na prvni stran¢ didaktického testu je pravé jedna odpovéd’ spravna. Uloha 16 tak mé
5 moznych odpovédi A az E, z nichz jedna je spravné. Nahodnou odpovédi tak ziskdme

, v 1 « ;1 ey v v 1
spravnou odpoveéd’ s pravdépodobnosti o> pfiCemz za takovou odpoved’ ziskdme 2 body.

Tedy nahodnou odpovédi v Uloze 16 ziskame %-2 body = 0,4 bodu.

Nahodnou odpovédi v Uloze 16 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 17 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 18 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 19 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 20 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 21 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 22 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 23 ziskame 0,4 bodu.
Nahodnou odpovédi v Uloze 24 ziskame 0,4 bodu.

V tloze 25 jsou dvé podulohy, pficemz kazda ma praveé jednu z odpoveédi A az F, avSak zadné
pismeno nesmi byt pouZzito dvakrat. Podle pravidel jsou mozné pouze odpovédi, které pouziji
praveé dveé pismena z A az F.

Za kazdou spravnou odpoved’ jsou 2 body.

Spravna odpovéd’ v tomto piipade byla D, A.

Vsech moznych odpovédi je 6-5 = 30, protoze musime pouzit dvé riiznd pismena:

1) Za odpovéd AB obbrzime 0 bodi
2) Za odpoveéd AC obbrzime 0 bodd
3) Za odpovéd AD obbrzime 0 bodd
4) Za odpoveéd’ AE obbrzime 0 bodi
5) Za odpovéd’ AF obbrzime 0 bodu
6) Za odpoveéd BA obbrzime 2 body
7) Za odpovéd BC obbrzime 0 bodu
8) Za odpovéd BD obbrzime 0 bodd
9) Za odpovéd BE obbrzime 0 bodu
10) Za odpoveéd’ BF obbrzime 0 bodu
11) Za odpovéd’ CA obbrzime 2 body
12) Za odpovéd’ CB obbrzime 0 bodu
13) Za odpovéd’ CD obbrzime 0 bodu
14) Za odpovéd’ CE obbrzime 0 bodu
15) Za odpoveéd’ CF obbrzime 0 bodu
16) Za odpovéd DA obbrzime 4 body
17) Za odpovéd DB obbrzime 2 body
18) Za odpovéd DC obbrzime 2 body
19) Za odpoveéd DE obbrzime 2 body
20) Za odpovéd’ DF obbrzime 2 body
21) Za odpoved’ EA obbrzime 2 body
22) Za odpovéd’ EB obbrzime 0 bodd
23) Za odpoveéd’ EC obbrzime 0 boda
24) Za odpovéd’ ED obbrzime 0 bodt
25) Za odpoveéd’ EF obbrzime 0 bodi
26) Za odpoveéd’ FA obbrzime 2 body
27) Za odpoveéd FB obbrzime 0 bodu
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28) Za odpoveéd’ FC obbrzime 0 boda
29) Za odpoveéd’ FD obbrzime 0 boda
30) Za odpovéd’ FE obbrzime 0 bodu

o o v 5:0+244-04+2+4-0+4+2+2+2+2+2+4-042+4-0 20
V priméru tak obdrzime " =5 = 0,67 bodu.

Nahodnou odpovédi v Uloze 25 tak ziskdme 0,67 bodu.

Celkov¢ nahodnou odpovédi v Ulohach 15-25 ziskame
1,125 bodu + 9-0,4 bodu + 0,67 bodu = 1,125 + 3,6 +0,67 = 5,4 bodu

Celkové nahodnou odpovédi v Glohach 15 - 25 ziskame 5,4 bodu.

VétSina maturitnich testl je tohoto typu, ktery jsme pravé zkoumali. Ve tfid€ 4.G se sedmi
studenty jsem 8. 9. 2025 provedl experiment, kdy studenti zaskrtali vysledky tiloh

V zdznamovém archu ndhodné. Poté byly tyto ndhodné vysledky kontrolovany proti
spravnému feseni Gloh, pfi¢emz celkem sedm studenti ziskalo po fadé 9, 4, 5, 9, 5, 9, 5 bodd.
v pruméru ziskal kazdy 6,57 bodu. U maturitniho testu je potieba ziskat 17 bodd. Strategie
je tedy za Ulohy 1-14 ziskat alesponl 12 bodi.

Studenti nejsou hloupi a védi, ze kdyz né&jakou ,,Skrtaci* tlohu neumi nebo nestihnou, tak je
lepsi si v zdznamovém archu alesponl néco tipnout. VySe uvedeny vypocet tomu dava za
pravdu.

14SLOVNI ULOHY

Ke slovnim tlohdm v Tabulkach nenajdeme NIC. Z tohoto tématu je 71 Gloh z 822.
Jsou zaloZeny na logickém mysleni, ale pfesto mame dvé velmi podstatné rady, které vam
umozni Glohy zvladat.

14.1 Dveé rady, jak reSit slovni ulohy
e Piecist pozorné cely text a zjistit, co se chce vypocitat.
e Oznacit nezndmou nebo neznamé.
o Pozn.: To, co se chce vypocitat, v drtivé vétsiné ptipadi oznacime jako hlavni
neznamou. Nezndmé oznacujeme mnemotechnicky, tfeba pocet hodin = h,
cokolada = ¢, Slehacka = §, nemusi to byt x,y.
e Postupné ¢teme zadani a podle toho sestavujeme rovnice pro oznacené neznamé,
TEXT OBSAHUJE ROVNICE !
e Rovnice vyfesSime
e KdyZ to uloha umoziuje, kreslime si vzdy nacrt, ktery ulohu vizualizuje

Slovni dlohy jsou raznorodé. Lze mezi nimi nalézt podobnosti, ale ne podobna feseni. Hodné
zélezi na slovickach. Kazda formulace dava jinou rovnici. Proto jedinou pomuckou je taktika
vyse a logické uvazovani.

15PLANIMETRIE — N-tihelniky (vypoé&ty stran a ahli)

Z tohoto tématu je 58 Uloh z 822. Vétsina tiloh Cermatu pouziva v tomto tématu omezeny
okruh nutnych védomosti. Kromé uplné zakladnich vlastnosti a pojmt (trojuhelnik: téznice,
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kruznice opsana a vepsana, vySka, Pythagorova véta, ..., lichob&éznik, kosoétverec, kosodelnik,
...) je bezpodmine¢n¢ nutné znat:
e sinovou a kosinovou vétu,
e dva specidlni pravouhlé trojihelniky, jeden 30 + 60 stupiiii, druhy 45 + 45 stupiii. Z
nich se odvodi hodnoty vSech goniometrickych funkei pro 30, 45 a 60 stupiili, coz je
95 % vSech potfebnych hodnot u maturity)
e umét na kalkulacce vypocitat velikost uhlu z hodnoty jeho sinu, cosinu nebo tangens,
e v&dét, co znamena sin, cos, tg v pravouhlém trojuhelniku podle nésledujicich obrazkl
(pokud nevite u maturity jisté, kouknéte do tabulek):

15.1 Sinus, kosinus a tangens
Obrazky [VK]:

sinus a je pomér protilehlé odvésny ku pieponé
kosinus a je pomér prilehlé odvésny ku pieponé

tangens a je pomér protilehlé odvésny ku prilehlé odvésné
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15.2 Dva zakladni trojahelniky

60° 2 sin 30° = = cos 30° = B

2 2

1 sin 60° = ﬁ cos 60° = 3

2 2

30°
V3
: [= o = i
sin 45 cos 45 7
1

1
Obr.: Zékladni trojuhelnik ¢islo 1 (nahote) a zakladni trojuhelnik ¢islo 2 (dole) [VK]

15.3 Véta sinova a kosinova ([Tabulky])

Véta sinova

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a vnitini ahly
velikosti a, 3. v (obr. 9.17), plati

i) h c

sina  singd  siny

7

Piikladu, které se fesi sinovou vétou, je v maturitnich tlohach opravdu hodné! Zlaté
pravidlo: Kdykoliv v trojahelniku zname stranu (c) a protilehly uhel (y), vede to skoro vzdy
na sinovou vétu.

. Véta kosinova
Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji delky a, b, ¢ a vnitrni thly
velikosti «, 3, ¥ (obr. 9.17), plati

¢ = a® + b* — 2ab cos 7.
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Uziti kosinové véty je velmi ¢asté. Zlaté pravidlo: Kdykoliv v trojahelniku zname dvé strany
(a, b) a thel (y), ktery sviraji, mizeme vypocitat zbyvajici stranu (c) proti uhlu y podle vyse
uvedeného vzorce. Nebo kdyz zname tfi strany, mizeme vypocitat thel y podle vzorce vyse a
thly o, B podle analogickych vzorcti b? = a? + ¢? — 2accos(B), a? = b? + ¢% —
2bccos(a).

15.4 Pythagorova véta ([Tabulky])

Je specialni piipad kosinové véty,

¢® = a® + b — 2ab cos 7.

kdy uhel y = 90°, takze cos(y)=0 a zbyde znamé c? = a? + b?. Kosinova véta je velmi
ucinna.
15.5 Thaletova véta ([Tabulky])

Je-li kruznice sestrojena nad primérem AB, pak uhel u jakéhokoliv vrcholu C na kruznici je
pravy.

16 PLANIMETRIE — PLOCHY

Z tohoto tématu je 51 Uloh z 822. Téma ,,Planimetrie — plochy* nevyzaduje nic zvlastniho.
Obsahy a obvody obdélniku, trojahelniku, ¢tverce, lichobézniku apod. Pottebné vzorce jsou
v Tabulkach, ale nema smysl je zde opakovat, protoZe to, co se vyuziva, jsou zcela zdkladni
znalosti ze zakladni $koly.

Vsechny ulohy jsou de facto slovni ulohy, které vyzaduji néjaky vtip a zédkladni vzorce. Nelze
zde najit néjaké podobnosti, proto na vybranych feSenych ulohach ukazujeme pouze rizné
typy ,,vtipu®, ktery je potieba k feseni.

17STEREOMETRIE

Z tohoto tématu je 76 Uloh z 822. Ke stereometrii najdeme vzorecky v Tabulkach. Je to ale jen
par pojmu a vzoreckd, které stoji za to se naucit. V maturitnim testu budou tedy asi 2—-3 tlohy.
Jedné se 0 povrchy a objemy vSech téles, probiranych ve $kole, tj. hranol, krychle, jehlan,
kuzel, koule a jejich ¢asti. Je nezbytné znat tyto vzorce nebo védet, kde jsou uvedeny

v Tabulkach.

17.1 Nékolik rad

Dobr¢ je si pamatovat, Ze jehlan a kuZel maji tfetinovy objem neZz hranol a valec.
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U valce a kuzele je nezbytné rozliSovat povrch podstav a povrch plasté, protoze
v tabulkach se objevuji dohromady, zatimco v alohach je nutné povrchy ¢asto oddélovat a
pocitat zv1ast’.

Takze napiiklad povrch valce je v tabulkach uveden jako
S=2nr(r+v)

nebo

S =2nr? 4+ 2nrv
jenze to je povrch valce se dvéma podstavami (2mr?) a plastém (2rrv). KdyZ mame ale
vypocitat povrch vazy, tak ta ma podstavu jen jednu, ¢&ili povrch bude S = rr? + 2mrv I
KdyZ budeme chtit pocitat povrch vazy i s vnititkem (tj. kdybychom chtéli vazu obarvit zvenci
1 zevnitf), pak povrch bude mit jednu podstavu, ale dva plaste:

S=mnr?+22mrv =nr? + 4nrv

takZe je nutno nepouzivat vzorecky mechaniky.

Typické tlohy na objem téles jsou takové, Ze se vypocte plocha podstavy a nasobi se
vySkou télesa. Pokud se jedna o kuzel nebo jehlan, je objem jedna tfetina valce nebo hranolu.
Casto maji podstavy riizny tvar a jejich plocha se pocita zvIast'.

U jehlanu, hranolu, ale i kuzele nebo krychle hraje ulohu hrana, vyska, thlopticka podstavy,
télesova uhlopticka apod. Tyto télesové tiseCky tvori spolecné ruzné trojihelniky, zejména
pravouhlé, ¢ehoz se vyuziva k vypoctu neznamych potiebnych rozméru.

Obr.: [VK]
Statistiku pouzitych téles v ptikladech ze stereometrie ukazuje tabulka [VK]:

kulovy | kulovy
valec |koule | vrchlik | pas jehlan |kuZel |kvadr |hranol |krychle |rdzné

26 14 2 1 11 10 9 7 3 1

17.2 Pfehled vzorcu ([Tabulky])

KRYCHLE V=a
S = 6a’
U, = av2 (sténova uhlopficka)
u; = av3 (télesova thlopfitka)
KVADR V = abc
S =2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)
u, =va’ +b? +¢?
HRANOL V=5.v
S=2.5+0Q
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JEHLAN V==2Sp.v
S=5+0
VALEC V =nriv
S =2nr?+2mrv =2nr.(r +v)
KUZEL v =§m-2u
S=mnr?+ars
KOULE V=2
S = 4mr?

18GRAFY RUZNYCH FUNKCI

18.1 Uvod

Z 822 maturitnich tloh bylo 101 tloh na toto téma (parabola 19, piimka 16, hyperbola 14,
logaritmus 29, mocnina 23), proto se vyplati se par véci z tohoto textu naucit. Tato kapitola
nema piilohy, protoze ty jsou rozdéleny do dil¢ich kapitol parabola, hyperbola, logaritmus,
mocnina. Téma ma mnoho spole¢ného s jednotlivymi funkcemi: pifimkou, parabolou,
hyperbolou, logaritmem, mocninami a tlohami s témito funkcemi, naptiklad rovnicemi. Proto
se zékonité tato kapitola bude prolinat s kapitolami, vénovanymi pfimce, parabole, hyperbole,
logaritmu a mocninam, ale tato kapitola je zaméfena na GRAFY a pojmy ke grafim. Navody
a rady v této kapitole se tykaji grafii vSech funkci. Tteba prinik grafu s osou x nebo y nebo
defini¢ni obor nebo obor hodnot by se musel vysvétlovat u kazdé funkce zvlast, ptitom
mnoho ptikladi je zaméfeno prave na tyto spoleéné prvky. Dvé hlavni rady pro toto téma:

Pokud si nebudete védét rady u funkcei, vzdycky si mizete nakreslit par bodu, nékdy staci dva,
naptiklad si udélat tabulku [VK]:

X 1 2 -1 -2
y 1 1/2 -1 -1/2

=

UZite€né vzorce a definice jsou v tabulkach, kde je pfimo kapitola FUNKCE.

2. Pfti feSeni grafickych tloh vzdy vyuzijeme vsechny body grafu, které jsou uvedené
nebo nakreslené v zadani prikladu, véetné asymptot, prisecikli s osami, apod., protoze
vS§echny maji slouzit k feseni.

18.2 Funkce, graf funkce

Obcas se mlze objevit otazka, zda n&jaky graf je grafem funkce. Funkce, na rozdil od kiivek,
ma pro kazdy prvek jen jednu hodnotu. TakZe tieba kruznice nemtize byt graf funkce. Casto
se objevuji dotazy na defini¢ni obor Ds a obor hodnot Hs funkce f. Ty jsou definovany v
tabulkach.

18.3 Defini€éni obor funkce (Dy)

Defini¢ni obor Dr funkce f je ta mnozina, na niz je funkce definovana, tj. ma na kazdém
prvku z defini¢niho oboru uréitou hodnotu. Napiiklad funkce y = x? mé defini¢ni obor
vSechna reélna Cisla, celou redlnou osu. Naproti tomu funkce tg (nové oznaceni tan), y = tg(x)

neni definovana napiiklad pro hodnoty x = g ax= —g (a samoziejmée i o jejich periodické
posuny o celoc¢iselné nasobky m). Df = R\ {ig +k-m k €Z}.
Piiklad: V maturitnim piikladu 2024J 22 [CZVV] bylo toto zadani:
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Predpis funkce f pro viechna x z defini¢niho oboru funkce fje:

_x-4
2-x

¥

Ktery znasledujicich grafii je grafem funkce fv kartézské soustavé
soufadnic Oxy?

A bylo na vybér z péti moznosti. Prvni trik byl v tom, Ze to neni ani parabola, i kdyz obsahuje

X< —4
-D&-2)
= —x — 2. Re$eni je evidentné ptimka. Omyl! Tak to je chytak, protoze

x?, ani hyperbola, i kdyZ obsahuje zlomek typu % Zlomek lze totiz zkratit: y =
(x+2)(x-2) _ x+2
-D@x-2) -1
opravdu podminka kraceni ve vzorci nahote je skutecné x # 2. To znamend, Ze bod 2 je vynat
Z defini¢niho oboru funkce f:

Dy = R\ {2} = (—;2) U (2; +).
a grafem je sice piimka, ale jeden bod [2; —4] tam chybi! Proto spravné feSeni je vpravo.
by by

Obr. [CZVV] a [VK]
18.4 Obor hodnot funkce (Hy)

Obor hodnot Hr funkce f je definovan jako mnozina vSech hodnot, které nabyva funkce f.
Naptiklad funkce y = x? nabyva jen hodnot od nuly vyse, az do nekoneéna, ¢ili H; = [0; +0).
Naproti tomu funkce y = tg (x) nabyva hodnot od - o do + oo, tj. Hr = R. Funkce f na obrazku
(B) vyse nabyva vSech hodnot, ale vyjma bodu -4 (protoZe bod x = 2 je vynat z defini¢niho
oboru), tj. Hr = R\ {—4} = (—0; —4) U (—4; +).

18.5 Jakeé se objevuji grafy v ulohach?

Kazdou funkci probereme ve zvlastni kapitole: ptimka, parabola, hyperbola, logaritmus,
exponenciala. Tady si uvedeme souhrn a spolecné prvky. Zékladni tvary funkci jsou tyto:
parabola, hyperbola, pfimka, logaritmus a mocnina:
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10 A . B . _ o
D fry=(1/2) 10 giy=2
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3. 0 1 2 3 4 5 13 7 8 9 10

P 1 B\ A
1 rt ¢ 9 A
T R 10 5 0 5 0
- ¢

Obr.: [VK]

o

19PARABOLA
Parabola je grafem kvadratické funkce f:y = ax? + bx + c. Je-li a kladné, parabola je
obracena vzhiru, je-li zaporné, je obracena dold. Hodnoty koeficientu a = —%, -2, +%, +5

urcuji zGiZzeni nebo rozsifeni paraboly. Vyhodny je tzv. vrcholovy tvar paraboly

y = a(x —m)? + n. Pokud je parabola zapsana v tomto tvaru, tak vrchol paraboly je presné
v bodé V[m; n]. Kofenovy zapis paraboly y = a(x — x;)(x — x,). zase urcuje pruseciky
paraboly s osou x, tj. kofeny

—b +Vb?% — 4ac
Y12 = 2a

rovnice ax? + bx + ¢ = 0. Priise¢ik paraboly s osou y zjistime snadno, protoze staci dosadit
x = 0 do rovnice paraboly.

19.1 Definice paraboly, vrchol, zizeni a protazeni a dalsi jeji

vlastnosti
Definici paraboly najdete v tabulkéch.

Definice obecného tvaru paraboly
Parabola je grafem kvadratické funkce f:y = ax? + bx + c, kde a, b, ¢ jsou redln4 ¢&isla
(koeficienty), pii¢emz koeficient a je nenulovy.

Poznamka. Kdyby koeficient a byl nula, funkce by byla linearni, a jejim grafem by byla
primka. Koeficient a se proto nazyva kvadraticky koeficient, koeficient b se nazyva linearni
koeficient a koeficient ¢ se nazyva absolutni ¢len.

Vrchol paraboly, defini¢ni obor, obor hodnot uréime jednoduse podle vzorca z Tabulky, viz

obr. Vzorce lze pouZit mechanicky, v nasledujicim jsou dillezité pojmy pro dokresleni a
pochopeni grafu paraboly, protoze to zdsadné€ urychli feSeni maturitnich tloh.
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Kwvadraticka funkce

f:y=azx?+br+c, abceER, a #0

4a
Df =R, Hy = 2

(—oo, c— 9—> pokud a <0
4a

b2
¢— — , 400 |, pokud a >0

b b?
Graf: parabola s vrcholem V {—% = ;12]

f je omezena zdola
a>0 =

b g
f ma v bodé z = & minimum

f je omezena shora
g<=

f ma v bodé z = T maximurn

Obr.: Definice paraboly (kvadraticke funkce) [Tabulky]

Vrchol paraboly, jak vidime na obrazku, je nejnizs§i bod (minimum) nebo nejvyssi bod
(maximum), podle toho, jestli koeficient a je kladny nebo zaporny. Jeho soutadnice miizeme
jednoduse ziskat dosazenim do vzorce v Tabulce: parabola f: y = ax? + bx + ¢ ma vrchol
V bod¢
b2

v I 20’ " 4a|
Pokud soufadnice vrcholu ozna¢ime V[m; n], pak pak ma parabola tzv. vrcholovy tvar
y = a(x — m)? + n. Vidime, Ze v X-ové soufadnici x = m je opravdu hodnota paraboly y = n.
a obraceni paraboly je pak dano hodnotou koeficientu a.

Maximum nebo minimum paraboly se nabyva ve vrcholu paraboly, a ktera varianta nastane,

je dano znaménkem koeficientu a.

Obréaceni paraboly. Je-li a kladné, parabola obracena vzhtiru, je-li zaporné, je obracena dolu.
10

10

_ _ l _ —1 L ) it
2 3 4 17 -1 -9 -2 7 g 2 10

Obr.: Kladny a zdporny koeficient u kvadratického ¢lenu ax? [VK]
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v, = —32% -2 +2
N 2.9 16_ 14
U ‘l——g.t —?.\— ?
\ @ J’Z%XQ-I-Q.\'—F].O
-10 5 0 ) 5 .
/ / - \ \ (I EER TS
Obr.: [VK] |
Vrchol parabol je vzdy v bodé V[—4; 6], ale koeficienty a = — %, - %, + %, +§ uréuji

zuzeni, rozsireni nebo oto¢eni paraboly.
Zuzeni nebo protazeni paraboly je dano velikosti koeficientu a.

Parabola je soumérna podle osy, ktera je rovnob&zna s 0SouU Y.

19.2 Kofeny a rozklad na korenové Cinitele paraboly
Priise¢iky paraboly f:y = ax? + bx + ¢ s 0sou X jsou koFeny paraboly, nebot’ y-ova
soufadnice je v téchto bodech nula. Kofeny se vypocitaji podle klasického vzorce

—b ++Vb?% — 4ac
X12 = oa

a jsou to prave pruseciky paraboly s osou x. Kofeny jsou mj. soumérné podle osy soumérnosti

“ . i . b ..
paraboly. Osa soumérnosti prochazi vrcholem paraboly a ma proto tvar x = — o » COZ je X-
ova soufadnice vrcholu paraboly.

19.3 Korenovy zapis paraboly

Pokud zname kofeny paraboly, at’ uz z obrazku nebo zadani maturitni tlohy, mizeme rovnici
paraboly napsat pomoci rozkladu na kofenové Cinitele takto:

y =a(x —x1)(x —x3).
Jedinou neznamou je zde koeficient a, ktery rozhoduje o tom, jak je parabola oto¢ena a jak je
z(zena nebo rozsifend, a tim padem rozhoduje i o soutfadnicich vrcholu. Napftiklad pro kofeny
5a—6mame y = a(x — 5)(x + 6). Jedinou neznamou je zde koeficient a. K jeho uréeni
potfebujeme jeste tieti bod paraboly. Muze to byt jakykoliv bod (kromé jiz zndmych kotentl),
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protoze pak staci za x, y dosadit jeho soufadnice do rovnice y = a(x — x¢)(x — x3) azni
vypocteme jedinou zbyvajici neznamou a.

V maturitnich otazkach se ¢asto vyskytuji koreny celociselné. Ty mizeme rychle odhadnout
pomoci Vietovych vzorcu. Pripomenime si jen na piikladu, ze parabola

y=x2-5x+6
bude mit rozklad na kofenové Cinitele y = (x — 2)(x — 3), protoze absolutni ¢len 6 se da
rozlozit jako 6 = (—2)(—3) alinearni ¢len je —5 = —2 — 3. Koieny budou tedy 2 a 3.
To ndm pomiiZe v tom, Ze parabolu si mliZeme nacrtnout. Prochazi body 2 a 3 na ose x a
je obracend vzhiiru, viz obr.

0 1

-1

Obr.: Parabola y = x% — 5x + 6. [VK]

Zaroven brzy prijdeme na prisecik paraboly s osou y, protoze staci dosadit x = 0 do rovnice
paraboly. Podobné parabola

y=—-x>+6x—5
bude mit rozklad na kofenové ¢initele y = —(x — 1)(x — 5), protoze po vytknuti —1 mame
y = (—=1)(x? — 6x + 5) auvnitf zdvorky miizeme absolutni ¢len 5 rozlozit jako 5 =1-5a
linearni jako —6 = —1 — 5. Kofeny budou tedy 1 a 5. To nam pomuzZe v tom, Ze parabolu si
muzeme nacrtnout. Prochazi body 1 a 5 na ose x a je obracena doli, viz obr.

_51
Obr.: parabola y = —x2 + 6x — 5 [VK]
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Prusecik paraboly s osou Y je ten bod paraboly, ktery mé x-ovou soufadnici nulovou, proto
y-ovou soufadnici zjistime dosazenim x = 0 do rovnice f:y = ax? + bx + ¢ = c amame
pruseéik P[0, c] a zaroven hodnotu absolutniho ¢lenu c.

19.4 Vrcholovy tvar paraboly

Vrcholovy tvar paraboly y = a(x —m)? +n
KdyZ budeme fesit maturitni tlohu, mizeme dospét ke tvaru paraboly sami mozna rychleji,
asi tak jako kdyz odhadneme koteny rovnice pomoci Vietovych vzorct diive, nez bychom je
vypocitali. Postup ukazeme na dvou piikladech. Princip je v tom, Ze rovnici paraboly
y = ax? + bx + ¢ miizeme jednoduchymi Gpravami (vytknuti kvadratického koeficientu,
s¢itani a od&itani) prevést na tzv. vrcholovy tvar paraboly y = a(x — m)? + n. Pokud je
parabola zapsana v tomto tvaru, tak vrchol paraboly je piesné v bodé V[m; n] =
V [— i, c— b2 .

2a 4a
Navic vime, ze kdyz hodnota koeficientu a bude kladna, parabola bude obracené nahoru, kdyz
zaporna, tak dolii. Kdyz bude hodnota koeficientu a mensi nez 1, tak parabola bude smrsténa,
a kdyz vétsi nez 1, tak bude naopak ,,natazena*. Pfevodem na uvedeny tvar tak mame jasnou
predstavu, jak parabola vypada a jak ji zakreslit. Je otdzka Sikovnosti, jak odhadnout hodnotu
m a n, ale dvé z moznosti jsou uvedeny v ptikladech.

Priklad. Upravte rovnici paraboly y = x% + 4x + 175 na vrcholovy tvar.

" _ b b2 [ 4 15 4%] _ 1
Vypocteme vrchol podle vzorce V = [— 22 ¢l = [— 27 3] = [—2, - Z]'
a dosadime do rovnice y = a(x — m)? + n, takze dostaneme vysledny tvar y = (x + 2)? —
i. Parabola je ve vrcholu obracena nahoru, protoze koeficient u x2 je kladny (1). Parabolu
nakreslime tak, Ze se presuneme do bodu V a tam kreslime parabolu y = x? jakoby vrchol

V byl pocatek soutradnic. Na obrazku vidime celou parabolu, 1 jeji kofeny —2 + %

J

4 ~ao 0

Obr.: Parabolay = (x + 2)2 —i [VK]

Piiklad. Nakreslete parabolu y = —%(x - 1)2+3.
Vrchol V[+1; 3] si nyni pfedstavime jako kdyby to byl po¢atek soutadnic O[0; 0] a v tomto
bod¢ nakreslime parabolu y = — % x2. Takze nejdiive tam nakreslime parabolu y = x2, pak

.. s . 1 TR’ ; v % o xr v
Jji smr§time na polovinu y = Exz, poté ji preklopime pies osu x smérem dold, ¢imz
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mamey = — %xz. A to je celé. Pro¢? Tim, Ze jsme parabolu kreslili v ,,poc¢atku® [+1; 3]

misto [0; 0], tak jsme se ve vzorci y = — %xz postarali 0 posun jak v soufadnici X, tak v y.
| 4 | |

_—

-2

Obr.: Parabola y = —%(x — 1)2+ 3, [VK]

Poznadmka. Vrchol paraboly mé x-ovou soufadnici uprostfed koieni, na ose soumérnosti,
coz se n¢kdy hodi. KdyZ zname koteny, mliizeme vypocitat x-ovou soutadnici vrcholu

paraboly, protoze je uprostied:
X1+Xo

Xy = a tim padem muZeme vypocitat i y-ovou soufadnici vrcholu, kdyz za x dosadime

do rovnice paraboly yy = f(xy). Tento bod pak miizeme nakreslit, pfidat k tomu koteny, a
tim rychleji nakreslit celou parabolu.

19.5 Priklady parabol z maturit
V maturitach se objevily tyto paraboly. Pokud je chcete nakreslit, nejprve nakreslete vrchol
paraboly a pak parabolu y = x? zuZzujte/ natahujte/ pievracejte podle koeficientu u x2.

fry=x fry=—x
g:y=(x—3)° hiy = —(x —3)?
fiy=(x—-3)2+2 gy=—-(x-4)?2+1
h:y=x%+2 fry=—x*-3

1 1
f;y:ExZ g:yz—gx2
fry=50—3)? fry=—30x—2)?
h:y=%(x—3)2+2 g:y=—%(x+3)2—1
fry=2(x—-3)?-1 gy=-2x-12?-1

19.6 Priklad z maturity, ktery déla potize
V maturitni uloze ¢islo 11 z podzimu 2015 [CZVV] byla tato tiloha, ktera studentim n&jakym
zpusobem vadi a feSeni dé€la potiZe.

43



V kartézské soustavé soufadnic Oxy je sestrojen graf funkce f:y = x* — 1 prox ER

s

y

0 X

Urcete vSechny hodnoty proménné x, pro néz je f(x) < 3.

Obrazek je nakreslen tak, ze musime chvilku hledat, ke kterému bodu patii poc¢atek, nicméné
se Ize zorientovat. Obrazek doplnime o0 vyznaceni bodt na osach

Obr.: [VK]

a také vyznacime ptimku y = 3. Problém pravée déla otazka, pro jaké hodnoty proménné x je y
= f(x) mensi nebo rovna 3. Podle obrazku vidime, Ze x patii do intervalu [-2; 2], protoZe v
tomhle intervalu ¢ervena ¢ara lezi pod hodnotou y = 3.

19.7 Priklad, kdy zname koreny paraboly

Pokud zname koteny paraboly, at’ uz z obrazku nebo zadani maturitni tlohy, miiZeme rovnici
paraboly napsat takto: y = a(x — x1)(x — x3). Napfiiklad pro kofeny 2 a -3 mame y =

a(x — 2)(x + 3). Pro dokonceni zapisu paraboly potiebujeme jesté dalsi informaci, protoze
parabol, prochézejich ptes kotfeny 2 a -3 je nekone¢né mnoho. Postaci ale soufadnice dalsiho
bodu na parabole a koeficient a snadno uré¢ime.

19.8 Priklad, kdy zname vrchol

Pokud znadme vrchol paraboly V[m; n], mizeme napsat jeji vrcholovy tvar

y = a(x — m)? + n. Napiiklad pro vrchol V[—1;5] mdme y = a(x + 1) + 5. Pro
dokonceni zapisu paraboly potifebujeme opét néjakou dalsi informaci, protoze parabol

s vrcholem V[—1; 5] je nekone¢né mnoho. Opét postaci soufadnice dal$iho bodu na parabole
a koeficient a snadno ur¢ime.
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19.9 Priklad, kdy zname koreny i vrchol

Ve vyse uvedeném maturitnim piikladu byla parabola nakreslena tak, Ze byly vidét kofeny i
vrchol. Kofeny byly -1 a 1, takZze mame rovnici paraboly y = a(x — 1)(x + 1).

Dalsi informaci byly soufadnice vrcholu [0; —1]. TakZe miZzeme dosadit do rovnice

y =a(x —1)(x + 1) adostdvdme —1 = a(0 — 1)(0 + 1) aodtud a = 1.

20HYPERBOLA

Z tohoto tématu je 14 uloh Z 822.

20.1 Nejcasteéjsi vzorec hyperboly
Vzorec hyperboly, ktery se objevuje v maturitnich tlohach nejcéastéji, je

1
Y =X
ptipadné
k
y == pro libovolné nenulové k € R,
naptiklad
1
2 4 -1 -2 -4 10 -3 -1 -2
y_xry_xry_ X,y_ X ,y— x.}’—x.y— X —zx;y—7x;

viz obrazky nize. Opét plati pravidlo, Ze kdyzZ si nevime rady, vypocitame si par bodii a
nakreslime je. Pak dokreslime uz zbytek. TakZe u 1/x vypocteme par bodu a zakreslime:

X 1 2 1/2 | -1/2 -1 -2
y 1 1/2 2 -2 -1 -1/2

Obr.: [VK]

Obr.: [VK]
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fry=—-
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Obr.: [VK]

Jak vidime, koeficient k ve vzorci f: y = S zpusobuje natazeni (napf. k = 2) nebo smrsténi

(napt. k = %) hyperboly nebo jeji pfevraceni podle osy x (napt. k = — %, -2).

20.2 Varianty hyperbol s posunutim stfedu hyperboly

Obcas se v maturitnich otazkach vyskytne hyperbola s obecnym zépisem

f: y=x_m +n

neboli y—n= ﬁ , ¢ili se jedna o posun stfedu hyperboly, a to do bodu S[m, n]. Je to

novy bod, kde se protinaji asymptoty hyperboly, jinak vSe zlstava stejné. Naptiklad
1 1 =2
Y= x—3 'y_x—3+2' y_x—3_6'
Take zde koeficient k zptisobuje natazeni, smr§téni nebo pievraceni hyperboly. A Cisla
m a n opét znamenaji posun pocatku soufadnic z bodu [0; 0] do bodu [m, n]. Je to analogicka
situace jako u paraboly. Na obrdzku niZe je k = —1,—2,—4 am = 3,n = 2, tj. novy stied
hyperboly je v bodé S[3; 2].
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Obr.: [VK]

20.3 Hyperbola jako linearni lomena funkce
Obcas se v maturitnich otazkach vyskytne hyperbola s obechym zépisem

_ax+b
U e +d’
napiiklad
_2x—2 6 _x+5
— ’ Y= x+3
Kupodivu je to hyperbola. Abychom to vid¢li, pfepiSeme vzorec tak, aby f: y = . tn
To udé€lame tak, ze se délenim zbavujeme proménné x v Citateli:
x+5 (x+3)+2 2 2
x+3 x+3 x+3 x+3
a u druhého vyrazu
_2x—2 6_2(x—3)+4 6=24+ 4 6= 4 A
Y= =3 - x-3 B x—3 x—3 '

21MOCNINA A EXPONENCIALA

Z tohoto tématu je 32 uloh z 822.

21.1 Nejcastejsi vzorec exponencialni funkce
Exponencialni funkce je definovana ptredpisem

y = a,

kde x € R aa> 0. Jinymi slovy zaklad “a” musi byt kladny, zatimco exponent x mize byt
kladny i zaporny. Snadno zjistime, Ze je rozdil mezi zdkladema <1 aa> 1. Jsou to dvé
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odlisné situace a dva odlisné grafy. Je to zfejmé, kdyz mocnime mala ¢isla, dostadvame Cisla
jesté mensi, zatimco kdyz mocnime velka Cisla, tak se zvétsuji.
Graf y = a*proa<1 jenalevé strané, graf y = a* pro a> 1 je na pravé strané.

, . J v 1 .
Pro obrazek jsme zvolili konkrétné a = > (nalevo) a a = 2(napravo), ale tvar grafu je
shodny i pro jind pro a < 1 (nalevo) a pro a > 1 (napravo). Podstatné je, ze kdyz je zaklad
mocniny vétsi nez 1, tak postupné mocnime ¢isla vétsi, nez jedna, €ili se zvétSuji, funkce y =

. . Y T wr . 0N
2% tedy roste (viz modra). KdyZ mocnime ¢isla mensi, nez jedna, tieba y = (E) , Ndsobime

1 xr v s . - " 1\* .
stale ¢isla mensi nez jedna, takze je zmensSujeme, funkce y = (5) Klesa.

fry=@/2" 9:y=2
5
B\ A
g A
-10 -5 0 5 10

X
Obr.: Exponencidlni funkce y = G) nalevoa y = 2% (napravo), [VK]

Dulezité je, ze graf exponencialni funkce prochazi vzdy bodem [0;1], protoZe pro x =0 je
hodnotay = a° = 1 nezévisle na zkladu ,,a*. Pro x = 1 zase mame y = a* = g, ¢ili na
grafu takové funkce miizeme najit "neznamy" zéklad ,a"“ primo jako y-ovou souradnici
bodu grafu prox = 1.

Obcas se modry nebo oranzovy graf objevi jako mozné feseni n¢jaké rovnice. Hlavni je, ze a*
neni nikdy ani nula, ani zaporné ¢islo, je nad osou x. Timto se Casto jednoduse rozlisi od
jinych funkci v maturitnich tlohéach.

21.2 T¥i pravidla, jak resit ulohy s mocninami (exponenty)
Maéme tii pravidla, kterd se mnohokrat pouziji:

Druha odmocnina se vyplati vzdy pievést na mocninu:

1
VX = X2
Zaporna mocnina se nékdy vyplati prevést na kladnou mocninu prevraceného Cisla a
naopak:

Také je dobré si zapamatovat a uvédomit, ze X mize byt slozity vyraz, tfeba mocnina,
odmocnina, cokoli, ale minusové exponenty je obvykle vyhodné ptevést na kladné, aby se
nam lépe pracovalo. Analogicky pro obecnou n-tou mocninu a n-tou odmocninu:

1

1
n — Xn -n _
X=X X "=—
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Priklad:

Va=as, b 5=—

1
b®’ 6

6 — -6 6 — —
Ly y5 b6 =— 3y y T—==% y
b VY y5
Zlaté pravidlo: vyrazy s mocninami se prevadi na spoleény zaklad nebo na spole¢nou
mocnhinu.

Napriklad, kdyz nékde mame
27%a 35 nebo 2°°a4¥ takje prevadime na spole¢ny zaklad 3°¢° nebo 27

A dale ptedpokladame znalost tfi zékladnich pravidel, bez kterych to nejde:
X
ax+y = ax . ay , (ax)y — ax:y , a_ e ax_y

22LOGARITMY

Z tohoto tématu je 29 uloh z 822.
Dobréa rada: V fadé maturitnich pfiklada staéi piepsat y = log,(x) natvar x = a’.

22.1 Uvod - tohle je nutné se naudit

Vse potiebné, zejména vzorecky k logaritmiim, jsou v Tabulkach. Mozna nékdy nebudeme
zabihat do podrobnosti, protoze v maturitnich tlohach se vyuzivaji jen podstatné vlastnosti.
Nasledujici je vSak naprosto nezbytné si zapamatovat:

Definice:

y =log,(x) znamenatotéz,co x=a’,
Podminka:

Logaritmus log, (x) se pocita jen pro kladna ¢isla x !!!
Pravidla:

loga (x ) = loga () + 1oga (¥), 1oga () = 108400 ~10ga(y), Ioga (+") = n  Ioga (9

Logaritmy délaji n€kterym studentlim potiZe, proto tento text bude trochu delsi, nez je nutné.

22.2 Definice logaritmu

Definice logaritmu o zakladu 10

Logaritmus né&jakého ¢isla X je jeho tad. Logio(X) zhruba tika, kolik ma ¢islo X ¢islic kdyz ho
zapisujeme Vv dekadické soustave. Treba fikame, Ze ta cena bude fadové v milionech. Tim
fikame, Ze ta cena bude mit urcité Sest nul. Logaritmus té ceny bude proto minimalné 6, ale uz
ne 7, protoze 7 by bylo sedm nul, coz je 10 milionii a vice. Pokud je cena pfesné jeden milion,
tak jeho logaritmus jednoho milionu je presné 6 = log10(1.000.000). Pokud je cena deset
miliond, tak jeho logaritmus je 7 = 10g10(10.000.000). Obcas se tikd, Ze ,,cena bude jednotky
milionti“, takZe nékde mezi milionem a deseti miliony, tieba 3.650.441. Logaritmus té ceny
bude také jeji fad, ¢ili néjaké ¢islo mezi 6 a 7, protoze je v rozmezi od jednoho do deseti
miliond. Na kalkula¢ce dostaneme log10(3650441) = 6,56. Jinymi slovy 3.650.441 = 105°°,
takze logaritmus nam tika ptresny fad té ceny 6,56, nejen to, Ze je to néco mezi 6 a 7.
Logaritmus definujeme pfesné€ jako ,,mocninu‘ nebo ,.,fad* ¢isla x:

y =logo(x)  znamenatotéz,co x = 10’.

Definice logaritmu o obecném zakladu a
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Logaritmus je zkratka funkce inverzni k exponencialni funkci. Exponencialni funkce (o
zékladu a) ptifazuje néjakému exponentu jeho mocninu Exp: x = y = a*, zatimco
logaritmus néjaké hodnoty y vraci ten piivodni exponent X. Logaritmus proto miZeme
definovat nejen v desitkové soustavé, ale i ve dvojkové soustavé nebo obecné v soustaveé o
jakémkoli zakladu a uplné stejné jako u a = 10:

y =log,(x) znamenatotéz,co x=a’,

y = log,(x) je tedy stale tad ¢isla x, jen nyni v soustavé o zakladu ,,a%, tj. v ,,a-adické*
soustave. Zapis Cisla x se bude v desitkové soustavé lisit od jeho zapisu ve dvojkové soustave,
ale logaritmus bude stale fikat, jak je toto ¢islo velké, jaky ma rad.

Podminka: Logaritmus log, (x) se po¢ita jen pro kladna ¢isla x !!! Tato podminka je jednou
ze tf1 klicovych podminek v maturitnich tloh4ch: nesmi se délit nulou, logaritmus se pocita
z kladného cisla a odmocnina z nezédporného ¢isla.

Pro uplnost musime dodat, ze také Cislo a, zaklad logaritmu, musi byt také kladné a nikoli
jednicka.
Podle pravidel (vzorecktl) vyse upravujeme naptiklad:

11
log,a =1, log,a™® =n, log,va=log,az = > log (800a) = log800 + loga

22.3 Priklady log:o(x)
Kdyz zadame do kalkulacky log;,(100), tak dostaneme 2, a dal$i vypocéty takto
log,,(100) = 2,10g,,(1000) = 3,log;,(500) = 2,69,log,,(10) = 1,log,,(1) =0
Je to presné podle definice, tj. podle vzorce

m = log1o(10™)
pro libovolnou mocninu m, neboli je to fad argumentu. Pro ¢islo 500, které neni mocninou 10
vidime, je jeho logaritmus cca 2,69, tj. néco mezi 2 = log,,(100) a 3 = log,,(1000), coz
odpovida nasi pfedstavé o fadu ¢isla. Hiife zapamatovatelné je, Ze log(10) = 1, ale stale je to
,,¢islo s jednou nulou* a 10'=10, takze logaritmus deseti je jedna, KdyZ pocitame logaritmus
od cisla 1, tak to je ¢islo, které nema zZadné nuly, OvSem jednicka jako ¢islo nema zadné
nuly, ale plati 10°=1, proto log(1) = 0. Cisla 2, 3, ..., 9 jsou mezi jedni¢kou a desitkou, takze
maji fad n€kde mezi nulou a jednickou.

log,o(1) = 0,1l0g,,(2) = 0,301,1l0g,,(3) = 0,477,10g,0(9) = 0,954,l0g,,(10) =1,

Nyni se ze svéta velkych ¢isel posuneme do svéta malych cisel, naptiklad do milimetrt,
mikrometrti a nanometrti. Rozméry nabytku se udavaji v centimetrech nebo milimetrech, tedy
Vv setinach nebo tisicindch zakladni jednotky, kterou je metr. Jaky je fad milimetru? Je to
tisicina metru, tedy ﬁ = 1073, Proto fad jedné tisiciny je minus 3. TakZe nas nepiekvapi, ze
mikrometry maji fad —6, nanometry fad -9, atd.

log,((0,01) = —2,1l0g,,(0,1) = —1,log;,(0,5) =— 0,31,1l0g,,(0,9) =— 0,05,
log,0(1) =0,

piesné podle vzorce
-m = log,o(107™™)
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pro libovolnou mocninu m. Pozor, mocnina je zaporna, ale ¢islo 10™ je kladné! Logaritmus
pocitame vZdy z kladného ¢isla (!), ale hodnota logaritmu mtze byt zaporna, nula nebo
kladna! Na zaklad¢ vyse uvedeného nakreslime graf:

—2
0 2 4 6 8 10 12 14
—_2 !

Obr.: funkce f: y = log,((x), [VK]

Na grafu lze dobie vidét, Ze je to funkce f: y = log;(x), protoZze v bodé x = 10 mame
hodnotu 1. V bodé x = 1 je jakykoliv logaritmus (o jakémkoliv zakladu) povinné nula. Kdyz
jdeme s ¢&isly x pod jedni¢ku, tak velmi rychle se dostavame k velkym zapornym hodnotam.

Na grafu jesté vidime, ze log (1—10) = —1, ale uz jen tusime, ze logy, (Flo) = —2.

22.4 Priklady log:(x)
Jak bylo fe¢eno vyse, definice logaritmu o zakladu a je analogicka definici logaritmu o

zakladu 10:
y = log,(x) znamenatotéz,co x=a’.

Podminka: Logaritmus log,(x) se po¢ita jen pro kladna ¢isla x a kladné zaklady a !!!

Logaritmus né&jakého ¢isla X je jeho fad, at’ je zaklad tohoto fadu jakykoliv. Logio(X) zhruba
tika, kolik ¢islic ma x, kdyz ho zapisujeme v dekadické soustavé. Log,(x) je pocet ¢islic,
kdyz ¢islo X zapisujeme ve dvojkové soustave. Na obrazku vySe vidime, Ze log,,(10) = 1,
zatimco na obrazku niZe nebo na kalkula¢ce dostaneme, Ze log,(10) = 3,32.

h A
E
3
D
2
B
1
@
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
-1
(
0 (

Obr.: funkce f: y = log, (x), [VK]

Na grafu lze dobfe vidét, Ze je to funkce f: y = log,(x), protoze v bodé x =2 mame hodnotu 1
a jesté je vidét log,(10) = 3,32.
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Z grafu také vidime, ze

logaritmus 1 je (povinng) 0, protoze protoze 2° = 1,

logaritmus 2 je 1, protoze 2! = 2,

logaritmus 8 je 3, protoze 2% = 8,

logaritmus 16 je 4, protoze 2* =16 a

logaritmus 10 je 3,32, coz je néco mezi 3 = log,(8) a 4 = log,(16). To odpovida nasi
predstave o fadu Cisla.

22.5 Definice logaritmu o zakladu e (,,pfirozeny
logaritmus*)

Jesté poznamenejme, Ze logaritmus pii zakladu 10 je tak bézny, Ze se zaklad 10 v z&pisu
logaritmu vynechava: log,,(x) = log(x). Technici a védci zase ¢asto pouZzivaji jako zaklad
logaritmu Eulerovo ¢islo e = 2,71..., takze misto loge(x) pisi In(x).

22.6 Super rada

V tad¢ maturitnich ptikladi staci prepsat y = log,(x) natvar x = a”.

22.7 Priklady

Z maturitnich tloh:

logs,(x—8)=1 fesime jako 41 =x -8
log(2—x)=-1 fes$ime jako 107t=2—x
log, x> =1 fesime jako 21 = x2
log,,10* + x - log,41 = log,,1000 fesime jako x+0=3
nebot’ log,p1 =0, log,,1000 =3
log,a®® = x fesime jako a* = a?®,x =25
1
25% —1ogsV5 =0 fesime jako 25% —logs52 = 0,
1
tj.25% —5= 0,tj.25 = 271,tj.5x = —1
o 8 — 2x g-2x
log,o(8 —2x) — log;0(2—x) =1 fesime jako logloﬁ =1,t. T 10!
8
loga\/—_ —log,8a = =10g,8 — logeVa — (log,8 + log,a) =
a
1 1 3
= log,8 —log,az —log,8 —1= 5~ 1= —3

Graf funkce y = log,x prochazi bodem P [2; %] , urcete a.

1
reSime jako %: log,2, tjaz =2,a =14

Vibec nejtézsi priklad z logaritmi v maturitnich tlohach (2021J 20,[CZVV)):

V kartézské soustavé soufadnic Oxy je sestrojen graf funkce f: y = log, x a grafy péti
dalsich logaritmickych funkci g,-gs s pfedpisy y = log, x, v nichz se zéklady a vzajemné lii.
Viechny tyto funkce maji definiéni obor (0; +o0).

Kolik z danych funkci g,-g: ma zaklad mensinez 2 (tj.a < 2)?
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Moznosti: (A) nelze urcit, (B) jedna, (C) dvé, (D) tfi, (E) Ctyfi

Ly g

g3

f:y=log,x

g3

s

gs

Reseni: zaklady logaritmickych funkci gs, g4, g3 jsou mensi nez 2 (protoze jsou pod funkci f,
kterd mé zéklad 2), pak nasleduje log,x a potom g5, g; se zaklady logaritmu vétSimi nez 2.
Reseni je (D).

23ANALYTICKA GEOMETRIE

Z 822 maturitnich aloh bylo 79 uloh na toto téma, proto se vyplati se par véci z tohoto textu
naucit. Jsou to tlohy na vektory, ptimky a vzdalenosti a asi 30 procent komplikované;jsi tillohy
(lichobéznik, ¢tverec apod.), takze kupodivu neni potieba mnoho znalosti, ale je potieba je
umét pouZzit pii po€itani prikladt. Na ptikladech ukazujeme, jak se fesi (Pfiloha 1), tam se o
minimalizaci viibec nesnazime. I tak vétSinu pojmil nebo jakykoli kus nasledujiciho textu
muzete klidn€ preskocit nebo jen prelétnout ocima (to dokonce doporucuji). Vsechny
potiebné vzorce jsou totiz v Tabulkach!

23.1 Kartézska soustava souradnic a body
Pojmy uvadime ne teoreticky, ale z praktického hlediska!

Kartézska soustava souradnic je tvofena osou x a osou y, které jsou na sebe kolmé a
protinaji se v po€atku souradnic O. Vytvafi tak rovinu.

Bod [X; y] je urCen svymi souradnicemi na 0se x a y, pficemz se setkavame s mnoha

zpusoby zapisu bodu, napiiklad s ¢arkou nebo stfednikem uprostied [2, —3], [2; —3], nebo
rovnou s oznacenim bodu jako A[x; y] nebo A = [x, y] nebo A[Xa; yal, B = [xg; Y], [a1; a2],
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apod. Dulezité jsou jen ty hranaté zavorky a co je na prvnim a druhém misté, nikoli jak je to
oznaceno.

Sti‘ed usecky AB
KdyZz mame body A[az; a2], B[b1; b2], mtZzeme i poslepu napsat soufadnice stfedu S[s1; S2]
usecky AB:

aq + b1 a, + bz

2 72 f
Prosté x-ova soufadnice S musi lezet uprostied x-ovych soufadnic bodi A a B, a podobné y-
ova.

S =[s1; 55] =

B

Obr.1: stied usecky [Tabulky]
23.2 Vektory

Obecny vektor nebo prosté jen vektor udava smér a ma velikost, ale v obecném pojeti mize
byt umistén do libovolného bodu v roving. V tlohach se proto musi odlisit, jestli hovofime o
"obecném vektoru" jako 0 sméru nebo uz o vektoru, ktery je "umistén" do konkrétniho
pocatecniho bodu.

e

Obr.2: obecny vektor, [VK]

Na obr. vidime "obecny vektor", ktery jsme oznadili %. Jesté neni umistén do konkrétniho
bodu, ale méa smér a velikost. Je uréeny svymi souradnicemi

U= (ug, up),
které se tentokrat pisi do kulatych zavorek, aby se odliSily od soufadnic bodu. Soutadnice
vektoru tikaji, Ze kdyz vyjdeme z néjakého bodu, tak méme jit ve sméru osy x do vzdalenosti
vzdalenost u, (je-li u, kladné, tak doprava, jinak doleva) a pak jit do vzdalenosti u, ve sméru
osy Y (je-li u, kladné, tak nahoru, jinak doli). Tim se z poéate¢niho bodu dostaneme do
koncového bodu vektoru a mame uréeny i smér, i velikost. Kdybychom vysli z jinych
pocatecnich bodt, dostali bychom spoustu téchto "Sipek". Proto tento "obecny", "neumistény’
vektor 4 = (uy, u,). je celd mnozina Sipek, které maji spoleény smér (jsou rovnob&zné) a

stejnou velikost |u| = /w42 + uy2.
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Kdyz si zvolime konkrétni po¢ate¢ni bod A = [x,, y,] a umistime do n&j vektor U = (uq, u,),
uz mame vVektor U umistény do konkrétniho bodu A. Tim také mame definovany
"koncovy" bod B, do kterého se dostaneme z bodu A pomoci vektoru u = (uq,u,), coz
zapisujeme jako U = AB a soutadnice bodu B jsou tedy

Xp =Xat Uy, Yp = Ya T Uy
anebo obracené u; = xg — x4 a Uy = Y — Y, , cozZ je dobré si pamatovat:
X-ova souradnice vektoru je rozdil x-ovych souiadnic koncového a poc¢ate¢niho bodu a
y-ova souradnice vektoru je rozdil y-ovych souradnic koncového a pocatecniho bodu.

Soudet vektori U = (uy,u,) av = (v, v,) je definovan jako novy vektor, ktery ma
soufadnice: U + UV = (u; + vy ,u; +vy).
Pro¢ je tomu tak, ukazuje obrazek.

B

Obr.3: s¢itani vektord, [VK]

Nasobeni vektoru, linearni kombinace vektoru a opacny vektor
Nasobeni vektoru @ = (u, u,) realnym ¢islem K se projevi jako protazeni nebo zkraceni
puvodniho vektoru nebo jako oto¢eni vektoru do protisméru. Definujeme:

ki = (kuy, ku,)
Je-li k = —1, pak vysledek nazyvame opaény vektor a znac¢ime —u = (—u,, —u,). Linearni
kombinace vektori je soucet dvou vektord, které samy o sob¢ jsou nadsobky néjakych
vektori: a-uU+ b - v = (au; + bvy , au, + bv, ).

>

Obr.4: linearni kombinace vektord, [VK]

23.3 Uhel mezi dvéma vektory
Maji-li dva vektory @ a ¥ spoleény pocate¢ni bod, potom ihel mezi nimi se definuje jako
(konvexni — neni to tedy tupy) ahel mezi 0°a 180°, ktery spolu sviraji.
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V v
N /i}'/’j U Uv - [f
o 0" oy
0<p<m p=0 p=r

Obr.5: thel dvou vektord [Tabulky]

Nulovy thel sviraji vektory stejné nebo se stejnym smérem (W, W), Ghel 180° sviraji
opacné vektory a konvexni tthel ¢ mezi 0° a 180° sviraji ostatni vektory. Velmi dulezita véta
je, ze uhel ¢ se da vypocitat ze souradnic vektoru podle vzorce

—

_Uv
o) =
kde
U - U je tzv. skalarni souéin vektora 4 = (uq,u,) a v = (vq,v,), ktery je definovany jako
Cislo
UV =uv; + Uysy.

Kolmé vektory
Kolmé vektory 1 a v sviraji Uhel 90°, tj. cos(90°) = 0, neboli jejich soufadnice musi mit
skalarni soucin nula: u;v; + u,v, = 0.

23.4 Primky

23.4.10becny tvar piimky, smérovy a normalovy vektor
Obecna rovnice piimky je zapsana rovnici
ax+ by +c=0.

Smérovy vektor primKy je jakykoliv vektor, ktery udava smér piimky. Pokud zvolime
libovolné rtizné body A a B na piimce, je U = AB smérovy vektor pfimky
U= (uy,up) = (by —ay, by — az)

Normalovy vektor piimky je zase jakykoliv vektor 72, ktery je kolmy na smérovy vektor u
(). na ptfimku samu).

Vsechny potiebné znalosti k pfimce pro potieby maturitnich ptikladt z tématu analytické
geometrie jsou v [Tabulky]:

body A#B |
A[(I.l.ﬂg]. B[h] .t')g] ?j:
smérovy vektor nenulovy vektor, ktery

u= (up,uz) | lze umistit na p¥imku p

A,

normadalovy vektor nlu ‘55
n=(ny,n; _ .
(n1,n2) | 5 B

S

smernice k k = tg p;
pouze kdyz ¢ # 1n
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Poznamka. Smérovy a normalovy vektor pfimky nejsou uréeny jednoznaéné.
Pii vyjadreni pfimky za né lze zvolit kterykoliv z navzajem rovnobéznych
vektord.

23.4.2Nejpouzivanéjsi a nejdiilezitéjsi véta o primce
Véta: PFimka s obecnou rovnici ax + by + ¢ = 0 ma normalovy vektor 7 = (a, b) a
smérovy vektor u = (b, —a).

V¢éta se Casto pouziva v maturité. Tteba kdyz médme dva body na pfimce, miZzeme vypocitat
jejich rozdil, a mame smérovy vektor. Ze smerového vektoru (piehozenim soufadnic a jednou
oto¢ime znaménko) ziskdme normalovy vektor, a tim i vektor kolmy na pfimku.

Pokud zname tieba vektor (4; 5), kolmy na piimku (tj. normalovy vektor pfimky), mizeme
podle té véty vyse rovnou psat rovnici ptimky 4x + 5y + ¢ = 0. Zbyde ndm uZz jen neznamy
koeficient ¢, ktery ur¢ime prostym dosazenim soufadnic [x; y] né¢jakého konkrétniho bodu,
kterym ptimka prochazi. Kdyz prochazi bodem [1; 7], mame 4-1 +5:7+c¢=0,tj.c=-40 a
mame kompletni rovnici 4x +5y — 40 = 0.

Kdyz zname smérovy vektor ptimky, naptiklad u = (3; 2), pak normalovy vektor je 7 =
(2, —3) arovnice ptimky je 2x — 3y + ¢ = 0. A zbyde jen neznamy koeficient c, ktery
ur¢ime stejné jako vyse z n¢jakého bodu na ptimce.

KdyZ zname rovnici pfimky, tteba 2x — 8y + 3 = 0. miZeme urcit jeji normalovy vektor
(2,—8) a smérovy vektor (8, 2).

23.4.3Smérnicovy tvar primky, tj. smérnice a posun

Jesté nez se budeme vénovat tématu, tak si fekneme, Ze tento odstavec mizete preskocit,
protoZe vylozené smérnici cituje jen jeden piiklad ze 79, ale spoustu ptikladl Ize fesit jak
normalovym a smeérovym vektorem a nejpouzivangjsi vétou o ptimce, tak smérnicovym
tvarem. Smérnicovy tvar je vice nazorny, normalovy a smérovy vektor se vice hodi pro
mechanické vypocty.

Vyse jsme uvedli, Ze obecna rovnice piimky je zapsana rovnici ax + by + ¢ = 0. Protoze
tuto rovnici pfimky muzeme libovolné nasobit, tteba dvéma, 2ax + 2by + 2¢ = 0, mame
hned nékolik riznych rovnic pro tutéZ ptimku. Tuhle nejednoznacnost pak odstrafiuje tzv.
smérnicovy tvar pfimky, ktery bychom dostali vydélenim takto: y = — % X — %. Klasicky se
smérnicovy tvar piimky zapisuje jako

y=kx+q
a k se nazyva smérnice, protoze také udava smér piimky, a g se nazyva posun, protoze
nazorng fika, Ze nejprve zkonstruujeme piimku y = kx, ktera prochazi pocatkem [0, 0], a tu
svisle posuneme o konstantu g na ose y. Smérnice K i smérovy vektor piimky u =
(u4, uy) udavaji smér ptimky, a proto je mezi nimi jednoduchy vztah:

Navic, kdyz na pfimce médme dva body A a B, pak mliZeme spocitat smérovy vektor
jednoduse jako rozdil jejich x-ovych a y-ovych soufadnic:

U= (ug,up) = (by — ay, by — az)
a smérnici piimky:
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K U, by— a
B Uy B by — ay
Vsimnéte si, ze smérnice je pocitana jako pomér u, ku u,, zatimco vektor # ma soufadnice

Uy, Uy, tedy ,,potadi* je obracené.

Tento vztah jednoduse uvidime z obrazku. U pfimky nalevo vyjdeme z poc¢atku A= [0, 0], a
pomoci smérového vektoru % = (uy, u,) se dostaneme do bodu B o soufadnicich B[uy, u,].

wlu

Obr. [VK]: Zéakladni piimka y = %x = gx nalevo mé tg(a) == = 1,67, tj. a = arctg(1,67)
1

= 59°. Pfimka y = %x +q= izx + g = —2x+ 3 napravo ma tg(a) = =2, tj. a =
R Z
arctg(—2) = 117°.

Vidime, Ze smérnice je tangens uhlu, ktery svira pfimka s kladnou poloosou x, pficemz uhel
se pocita proti sméru hodinovych rucicek. Je jasné, ze tento tthel mé u pfimky smysl jen pro
hodnoty [0° ; 180°), pfi¢emZ od 180° jsou to uz tytéz piimky jako od 0°.

Pokud smér piimky je z druhého kvadrantu do ¢tvrtého, je hodnota smérnice (tangens uhlu )
zaporna a uhel a je tupy. Na obrazku vpravo mame ptimku y = —2x, navic posunutou o q =3
nahoru. Posun g nema na smérnici ani smérovy vektor ptimky zadny vliv, protoze smér
zustava zachovan, tangens uhlu také, smérnice je stejna, at’ je posun jaky chce.

Ptimka y = kx vzdy prochazi po¢atkem soutadnic a ptimka y = kx + g je jen tatdz pfimka
posunuta o hodnotu g nahoru (je-li g kladné) nebo dolu (je-li g zaporné). ProtoZe je to posun,
zustavaji ob€ ptimky rovnobé&zné, pficemz prvni prochazi pocatkem [0; 0] a druha bodem [0;
q]. Proto posun q vidime piimo na ose y, a to v pruseciku ptimky y = kx + g sosou y.
Pokud bychom obrazek nem¢li, je to ptimo hodnota y = kx + q v bodé x = 0.
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fiy=r-ax+5

ry=2x4+2
i: y=+—0,2x 44

_&—5

h

i
jry=+1,5c—3
k

4

2

ty=+13

Obr. [VK]: Piimky ve smérnicovém tvaru y = kx + q.
U piimek f, g, h, i, j, k, I maji posuny g hodnoty q =5, -1, 2, 4, -3, —g, —3. Popisy ptimek
Jsou v obrazku vlevo nahofe, kde také mizeme vidét jejich smérnice.

Jednoduché pravidlo pro zapornou a kladnou smérnici
Jednoduché pravidlo je, Ze smérnice je kladna, pokud pifimka smétuje z kvadrantu III do
kvadrantu I, a je zaporna, pokud smétuje z kvadrantu IV do kvadrantu II.

23.4.4 Parametricky tvar primky

V tabulkéch je velmi nazorny popis, jak z bodu A[az, az2] a smérového vektoru

U = (uq, uy) konstruovat pfimku v tzv. parametrickém tvaru. Je to tak, ze z bodu A vyrazime
smérem jako je vektor U a zastavime ve vzdalenosti ,,t vektord ©*. Tim dostaneme n&jaky
bod piimky X = A + tu. Kdyz takto pouzijeme vSechna realn4 ¢isla t, sestrojime celou
piimku. (Pro kladna t se vyddvame smérem U, pro zaporna opaénym smérem), viz obr.

z tabulek [Tabulky]:

Pfimka dané bodem A l
a smérovym vektorem u /
e A tER - A+2

X:A—H&y, teR A+%:u
T = ay + tuq, u A+ lu
Yy = uy + tus, teR /A-{—Ou

)([’Ey] A[al,ag], e 4 (—-]_)u

u= (u1,us2)

Pfi tomto ,,cestovani“ po pfimce vytvaiime bodiim X soutadnice [X; y], které jsou dany
parametrickym vyjadienim pomoci proménné t € R, jak je uvedeno v Tabulkach:
xX=a,+t- u,
y=a;+t-u,.
KdyZ naopak né€kde vidime parametricky tvar piimky, tfeba
x=6+3-t,
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y=5+7-¢,
vime, ze pfimka prochazi bodem [6; 5] a ma smérovy vektor U = (3; 7). Pokud si
s parametrickym tvarem nevime rady, parametr z rovnic vylou¢ime a dostaneme klasicky
jednu rovnici piimky. U posledniho ptipadu vyjadiime t = (x — 6)/3 z prvni rovnice a
dosadime do druhé: y =5+ 7 - (x — 6)/3. Po Gipravé dostaneme je 3y — 7x + 27 = 0.

Vzdalenost bodu od piimky se vyplati vypocitat podle vzorce, ktery je uveden v tabulkéch.

23.4.50dchylka je ostry uhel mezi dvéma primkami
Dilezité upozornéni. Je rozdil mezi uhlem, ktery sviraji vektory a mezi thlem, ktery
sviraji primky!
Toto je urcita nepfijemnost proti intuici, ale on v tom rozdil skute¢né je. Vektory maji totiz
jasny smér, zatimco piimky smétuji dvéma sméry. Vznika pak otazka, mezi kterymi thly
mame odchylku piimek méfit. Uhel mezi p¥imkami se proto definuje vzdy jako ten mensi
(ostry nebo pravy tihel nebo nulovy thel) ze dvou uhlu. ktery sviraji, a nazyva se odchylka
dvou piimek. Odchylku pocitdme podle vzorce z tabulek bud’ ze smérovych vektorti nebo ze
smérnic.

Odchylka dvou pfimek

[ o -
cosw = v _ | u — smérovy vektor |
|ul - [vi primky p
- _|u_11"1 - uﬂ’_"gl" | v — smérovy vektor
VuE +ug - A/ vf + v piimky g
—— ky — ks |
W= 1+ kiko '
jestlize kiko # —1 k1 — smérnice pfimky p
= —1 ky — smérnice pfimky g w e (0,1x)
w %TL’,
jestlize kjke = —1
Podminky rovnobéZnosti PF}EHI_TJ]I(‘}’ ko]fnt_:_sti -
u=rkyv, keR\{0} ki = ke w-v=10 | feyky = —1

Obr.: Vzorce z [Tabulky]

Velmi uZzite¢né pravidlo pro kolmost piimek je bud’ pires smérové vektory bud u-v =
uqvq + uv, = 0 nebo pres smérnice: kq -k, = —1.

Rovnobéznost piimek nastane, kdyz maji stejné smérnice k; = k,. nebo ,,stejné” smérové
vektory (samoziejme, az na n€jaky nasobek: u = kv, k € R\ {0}.)

23.5 Jen tfi rady na zaveér

e 7 obrazku nebo zadani vyuzijte (dosad’te) vSechny zakreslené body.
e Pro kolmici pouzijte vzorec pro normalovy vektor.
o Kreslete.

24 GONIOMETRICKE FUNKCE
24.1 Uvod

Z tohoto tématu bylo 17 ptikladd z 822. Vétsina tiloh Cermatu pouziva v tomto tématu
omezeny okruh nutnych védomosti.
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o pouze dva specialni pravouhlé trojihelniky, jeden 30° + 60°, druhy 45° + 45°, z nichz
se odvodi hodnoty vSech goniometrickych funkci pro 30°, 45° a 60°, coz je 95% vsech
potfebnych hodnot u maturity

e v&dét, jaky je rozdil mezi stupni a radiany, umét na kalkulaéce zvolit oboji, umét na
kalkulacce vypocitat hodnotu sinu pro 30° i pro /6

e umét na kalkulacce vypocitat velikost thlu z hodnoty jeho sinu, cosinu nebo tangens,
¢ili pouzit funkci SHIFT SIN, ...

e umét nakreslit grafy sin, cos, tg a védét jejich periody

e umét zapsat feSeni v zakladnim intervalu plus nasobky periody

e dalsi vzorce nejsou potieba a vSechno tohle je mozné najit v tabulkach

24.2 Jak se definuje sin, cos at
. Drtiva vétSina

maturitnich uloh pouziva hodnoty funkeci sin, cos a tg jen pro uhly 30°, 45°, 60°, 90°, které
jsou vidét prave ze dvou zékladnich trojahelniki.

60° 2 sin 30°= 2 cos 30° = LE]
2 2
1 sin 60° = ? cos 60° = % o
protilehla ku pfeponé
30°
kosinus =
J§ W " W s
piilehla ku pieponé
tangens =

Sin 450 = COS 450 = i pfﬂtll&h].ﬂr. 1C|.1 pfllehlé

X

1
Obr.: [VK]

24.3 Dva zakladnich trojuhelniky

Drtiva vétSina maturitnich uloh pouzivéa hodnoty funkci sin, cos a tg jen pro thly 30°, 45°,
60°, 90°, které jsou vidét na dvou trojuhelnicich vyse. Tyto trojuhelniky se vyrabi na celém
svété jako pomucky pro studenty. Hodnoty funkci sin, cos a tg téeba pro uhly 120°, 135°,

150°, 180° a dalsi lze vétsinou odvodit z téch zakladnich thli a z grafii sin, cos a tg (viz dale).
Staci si dokonce pamatovat jen hodnoty pro sinus a kosinus, protoze tg(x) = sin(x)
1

tg(x)’

cos(x)

cotg(x) =
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Pottebné hodnoty ukazuje tabulka:

0°=0 [30°=m/6 |60°=m/3 |90°=m/2 |180°=mt |270°=3m/2|360°=2n
1 V3
sn_ | 0 | 3 7 | 1 0 1 0
V3 1
cos 1 P 2 0 -1 0 1
1
tg 0 V3 V3 XXX 0 XXX 0
1
cotg XxX V3 ﬁ 0 XXX 0 XXX
Obr.: [VK]

Hodnoty z tabulky si rozhodn¢ nemusime pamatovat, pamatovat si musite dva zakladni
trojuhelniky vyse a to, ze sinus = protilehlad ku pfeponé, kosinus = ptilehla ku prepongé,
tangens = protilehla ku pfilehlé. Opakuji to uz potieti, protoze tohle se MUSITE naugit.
Jakmile uvidite v maturitni otazce hodnoty:

1 V3 1 1
- = — = 01-1 V3,

2 2 B V2

odpovida to uhliim ze dvou zakladnich trojtihelnikd, takze mlZete urcit uhel bez kalkulacky.
Nebo naopak pro uhly 30°, 45°, 60°, 90° mtizete bez kalkulacky urcit hodnotu sinu, kosinu a
tg. V nékterych ulohach mohou byt hodnoty funkci zadany ekvivalentné takto (je to jen
,rozsifeny* zlomek, se stejnou hodnotou):

1 2 1 3 V3 3

vZ 2 V3 3 2 243

24.4 Rozdil mezi stupni a radiany

Rozdil mezi stupni a radiany je v tom, jak se divdme na uhel. Bud’ klasicky pies stupné nebo
ptes kruznici — jakou ¢ast kruznice dany uhel ,,zabira“. Idealné si vezméte bod (1; 0] a
otacejte ho kolem pocatku o 360° proti smeru hodinovych ruci¢ek. Po celé otocce se
dostanete zp¢€t do stejného bodu. Bod urazi po obvodu jednotkové kruznice vzdalenost 2r =
6,28, ale pro nas to je zaroven 360°. Nemuzete ale mezi 6,28 a 360° napsat rovnitko. Proto
fikame, ze ihel 360° je 2w "radiant" a piSeme uz korektné ,,360° = 2z rad.”“. Podobn¢ 90° =
n/2 rad. Jak poznate, co je na kalkulacce nastaveno? Na kalkulacce jsou vétSinou nastaveny
stupné! Staci napsat sin(60) a dostanete 1/2. Jestli ne, na kalkulacce jsou nastaveny radiany.
Na kalkulacce je vZdy v horni listé nebo v dolni 1i§t€ nebo jinak (velmi malymi pismeny)
vyznaceno D nebo RAD podle toho, zda se tthel zadava ve stupnich (Degree) nebo

v radianech (RAD). Pokud vypocty vychazi divng, je zpravidla na viné prepnuti kalkulacky na
D nebo RAD. Staci si to vyzkouset pred maturitou.
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Obr. [VK]: Stupné a radiany, uhly ve ° a v radianech
24.5 Grafy sin, cos, tg a jejich periody

Budete muset umét nakreslit grafy sin, cos, tg a védét, jak jsou periodické. V nasledujicich
obrazcich bude na realné ose pouzito zobrazeni v radianech.

24.6 Funkce sinus

Obr. [VK]: Funkce sin(x)

Na obrazku vyse vidime funkci sinus, resp. jeji ¢ast, protoZe je definovand pro vSechna realna
¢isla. Nemusime ji vykreslovat celou, protoze ma periodu 27, takZe se vétSinou vykresluje jen
v intervalu (0, 27), viz obr. niZe, a pak se to celé opakuje doleva i doprava.

1

Obr. [VK]: Jedna perioda funkce sin(x), x€ (0;2x)

Kdyz mame vyftesit rovnici sin(x) = 1/2, nakreslime jak funkci y = sin(x), tak ptimkuy =% a
divame se, kde se protinaji. Protinaji se ve dvou bodech, pticemz podle tabulky hodnot
snadno zjistime ten prvni bod, ktery je n/6 neboli 30°. Ta druha hodnota je diky symetrii
funkce sinus odvoditelna tak, Ze je to nalevo od © ve vzdalenosti /6, neboli &t - /6 = 51/6
(neboli 150° = 180°- 30°)
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Obr. [VK]: Funkce y=sin(x) a ptimka y=1/2, v jedné periodé

{ AN AN / N /

” 4 2 2 v 8 10 1 14

Obr. [VK] . Funkee y=sin(x) a piimka y=1/2

Méli jsme tedy dvé feSeni n/6 a 5m/6 v zakladni periodg, tj. v intervalu (0, 2x). Pokud chceme
vsechna feSeni na celé redlné ose, musime k tém dvéma zédkladnim bodtim ptidat v§echny
mozné nasobky periody 27t. ReSenim jsou x = 1/6 + 2kn pro viechna k€ Z ( Z je mnoZina
vSech celych cisel) a x = 5n/6 + 2kn pro vSechna k€ Z, slovné "'FeSenim jsou x = 7/6 a 57/6
plus celodiselné nasobky periody 27'". Nebo ve stupnich: "feSenim jsou x = 30° a 150° plus
celociselné nasobky periody 360°". Matematicky to je sjednoceni:

T 5T
K= U {E + Zk‘l'[;? + 2kn} nebo K = U{30° + k - 360°;150° + k - 360°}.
kezZ kez

24.7 Funkce kosinus
Funkce kosinus je stejna jako funkce sinus, jen je posunuta o 90° neboli o 7/2.

Obr. [VK]: Funkce cos(x)
Nemusime ji vykreslovat celou, protoze ma také periodu 2, takze se vétSinou vykresluje jen
v intervalu (0, 2x), viz obr. nize.

Obr. [VK]: Jedna perioda funkce cos(x), x€ (0;2m)

, . 1 et . V3 . e s
Na obrazku nize bychom radi vyftesili rovnici cos(x)= ~ » proto jsme zde nakreslili obé

B

funkece, tj. y = cos(x) a pfimku y = >
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Obr. [VK]: Funkce cos(x) a pfimka y = ?

Grafy se protinaji ve dvou bodech, pfi¢emz podle tabulky hodnot snadno zjistime ten prvni,
coz je /6 neboli 30°. Ta druhé hodnota je diky symetrii funkce kosinus odvoditelna tak, ze je
to nalevo od 2w ve vzdalenosti /6, neboli 2w - /6 = 117/6 (tj. 330° = 360°- 30°). Pfidame k
tomu celociselné nasobky periody 2m a mame "feSenim jsou x = /6 a 117/6 plus celoCiselné
nasobky periody 2n". Nebo ve stupnich: "feSenim jsou x = 30° a 330° plus celociselné
nasobky periody 360°". Matematicky zapsano jako

11t

TC
K= U {g + Zk‘l'[; T + Zk‘l'[}
keZ

24.8 Funkce tangens
Funkce tg(x) je definovana jako tg(x) =

sin(x) e , . . )
cos(x)’ Je nepfijemna v tom, Ze neni definovana pro
90°, protoze cos(90°) = 0, a tangens je sinus lomeno kosinus. Navic je odligna v tom, Ze ma

periodu nejen 2, ale jen 7, viz obr.

| 4 I | ]

| 2

AN

i |

Obr. [VK]: Funkce tg(x)
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I kdyz je funkce tangens spojita, jak je vidét na obrazku, kdyZz nakreslime jednu jeji periodu,
tj. funkci tg v intervalu (0;x), vypada nespojité.

Na obrazku nize bychom radi vytesili rovnici tg(x)= % , proto jsme zde nakreslili ob¢ funkce,
tj. y =tg(x) apfimku y = % Opét postaci najit feSeni v zékladni periodé (0;m), ostatni feSeni

vzniknou posunem o nasobky 7.

<
@l=

o
=
~
o
|

Obr. [VK]: Funkce y = tg(x) a pfimka y = \/_, v intervalu (0; n) [VK]
Ze zakladniho trojuhelniku odvodime thel, pro néz je tg(x)= ﬁ ,C0ZjexX = g, a dalsi feSeni
vzniknou posunem o jakykoliv nasobek periody . Matematicky je feSeni zapsano jako

K=U{g+kn}.

k€Z

24.9 PFiklady.

Drtiva vétSina ptikladi je stejnd (jen rizn€ formulovana), a to urcit tthel (nebo uhly) ze
zakladniho intervalu x € (0; 2m), pro které plati

1v3 1 1 V3 1
____ __’__’__F]‘IOI 1’
sin(x) 2B T
=13, LT C I 1,0,—1
cos(x 22,\/?, PRI T
3, V3
tg(x) = 3! ) 3; ) A~ 1, O,_l,
\/§ 3 '3

¢ili sta¢i znat dva zakladni trojiihelniky a z nich odvodit zakladni uhel, pro néz plati rovnice a
pak jeste druhy uhel z grafu funkce. VétSinou jsou feSenim dva uhly v zakladni periodé (0;2m)
nebo jeden dhel v periodé (0; m) u tangens (a podobné kotangens), viz piiklady vyse.
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